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Wissenschaftliche Jahrestagung der 
Gesellschaft für Angewandte Mathematik und Mechanik in Bonn 
(24-28. April 1962) 


In diesem Jahre veranstalteten die Gesellschaft für Angewandte Mathematik und Mechanik 
(GAMM) und die Deutsche Mathematiker-Vereinigung (DMV) ihre Jahrestagung gemeinsam vom 
24.—28. April 1962 an der Universität Bonn. Örtliche Tagungsleiter waren für die GAMM Herr 
Prof. Dr. H. Unger und für die DMV Herr Prof. Dr. E. Pescnt. Die Tagung wurde durch den 
Vorsitzenden der GAMM, Herrn Prof. Dr. E. METTLeEr, eröffnet. Er begrüßte über 500 Teil- 
nehmer aus den Ländern: Belgien, Bundesrepublik Deutschland, England, Finnland, Frankreich, 
‚Holland, Italien, Jugoslavien, Norwegen, Österreich, Polen, Schweden, Schweiz, Tschechoslowakei, 
Ungarn, UdSSR, USA. Zu unserem größten Bedauern fehlten dieses Mal unsere Mitglieder aus 
der DDR. 

Das überaus reichhaltige Programm dieser Tagung bestand aus 21 Hauptvorträgen und etwa 
90 Kurzvorträgen, so daß auch der letzte Tag noch voll mit Vorträgen ausgefüllt war. Die Haupt- 
vorlräge waren: 


L. CoLzATz, Hamburg: Theoretische Grundlagen der numerischen Mathematik 


G. HeLLw1ıs, Berlin: Die Laplace-Transformation in ihrer Anwendung auf Anfangs- und 
Randwertprobleme. 
E. HEınz, Stanford: Nichtlineare elliptische Systeme zweiter Ordnung und Weylsches 
Einbettungsproblem. 
J. Pranzacı, Köln: Verteilungsunabhängige statistische Methoden. 
H. Hasse, Hamburg: Arithmetik in abelschen Zahlkörpern. 
IR J. Tırs, Brüssel: Einfache algebraische Gruppen. 
> C. MÜLter, Aachen: Asymptotische Theorie der Reflexion von Wellen großer Wellen- 
zahlen. 
J. Gruper, Budapest: Strömungen in rotierenden Kanälen. 
: M. ScHÄFER, Göttingen: Neuere Berechnungsmethoden in der Gasdynamik. 
— —  W. Fıszpon, Warschau: Application of variational supersonic flow problems. 
@ R. REMMERT, Erlangen: Homogene komplexe Mannigfaltigkeiten. 
f R. Nevanıınna, Helsinki: Partielle Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten. 
3 _M. SAsıEnI, Oslo: A mathematician looks at operations research. 
Er: K. Maraueree, Darmstadt: Noch’ einmal: Übertragungsmatrizen. 
Er. J. Bücht, Mainz: Mathematische Theorie des Verhaltens von Automaten. 
» W. Scnweizer, Tübingen: Die Mathematik auf unseren höheren Schulen. 
— ——  R. SrenDer, Hamburg: Die angewandte Mathematik auf unseren höheren Schulen. 
= Y. Jorn, New York: Nichtlineare Probleme der Elastizitätstheorie. 
h _ W. WALTER, Karlsruhe: Fehlerabschätzungen und Eindeutigkeitssätze für gewöhnliche und 
Be’ h partielle Differentialgleichungen. j 
b: 1. Hörmanver, Stockholm: Convexity conditions associated with partial differential equations. 
A _ V.V. Sokor.ovskn, Moskau: A complete plane problem of plastic flow. 
E. Auch an den Kurzvorträgen, die z. T. ein erhebliches wissenschaftliches Niveau besaßen, 
7 “ waren das Interesse und die Beteiligung sehr groß. In einigen Fällen mußte man in größere Hör- 
0 5ä ichen. 
j ge wi Erden von Herrn Dipl. Math. K. WEnk# geleiteten Fachausschuß der GAMM wurde aus- 
- — führlich über das heute so wichtige Problem der Ausbildung mathematisch-technischer Assi- 


stenten diskutiert. Die wie in jedem Jahr gemeinsam mit der Wissenschaftlichen Gesellschaft für 
Luftfahrt (WGL) veranstaltete Lupwıg-PrAnprr-Gedächtnisvorlesung fand in feierlichem Rah- 
- men am [‘reitag statt. Der Festvortrag mit dem Titel: „Aspekte der Strömungsforschung 1962“ 


- wurde von Herrn Prof. Dr. W. ToLımıen gehalten. . 
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Mh Bericht über die Tätigkeit der GAMM ... De 
Die Organisation der Tagung ist als vorbildlich zu bezeichnen; der örtlichen Tagungsleitung 
sei für alle Mühe und Sorgfalt bei der Vorbereitung und Leitung der großen, für beide Gesellschal- 
ten gemeinsamen Tagung der herzlichste Dank ausgesprochen. Besondere Erwähnung verdienen 
auch die vielen vorzüglich gelungenen gesellschaftlichen Veranstaltungen, die die 1 agung für alle 
Teilnehmer zu einem schönen persönlichen Erlebnis machten; hervorgehoben seien der Ausflug 
rühl mit Besichtigung des Schlosses Augustusburg und des Schloßparkes, die schöne 
in nach Linz, der Ausflug mit dem Bus nach Königswinter und der ge- 
E. METTLER. 


nach B 
Schiffahrt auf dem Rhe | 
sellige Abend in der Mensa mit seiner großzügigen Bewirtung. * 


Aus dem Bericht über die Tätigkeit der GAMM im vergangenen Jahr 
und den Ergebnissen der ordentlichen Hauptversammlung ın Bonn 
am 27. April 1962 


Der ausführliche Bericht des Schriftführers der GAMM, Prof. Dr. Dr. h. c. L. CoLLATz, ist 
den Mitgliedern bereits zugeleitet worden. Er betrifft: 


A. Tätigkeit der folgenden Fachausschüsse 
I. Fachausschuß für die Ausbildung der Mathematiker in angewandter Mathematik an den 
Hochschulen. 
Leiter: Prof. Dr. E. StIEreL, Zürich 
1I. Fachausschuß für mathematisch-technische Assistenten. 
Leiter: Dipl.-Math. Kraus West, Badische Anilin- und Sodafabrik A. G., Ludwigs- 
hafen. # 
1Il. Fachausschuß für Rechenmaschinen. 
Leiter: Prof. Dr.'A. WALTHER, Darmstadt 
IV. Fachausschuß für Statistik. 
Leiter: Prof. Dr. L. SCHMETTERER, Wien 
V. Fachausschuß für Regelungsmathematik. 
Leiter: Prof. Dr. S. Orreut, Darmstadt 
VI. Fachausschuß für die Ausbildung der Diplom-Mathematiker. 
Leiter: Direktor Dr.-Ing. A. SIEMENS, Erlangen 
VII. Fachausschuß für Programmieren. 
Leiter: Prof. Dr. F. L. BAvEr, Mainz 
VIII. Fachausschuß für Unternehmensforschung. 
Leiter: Prof. Dr. H. GörTLER, Freiburg i. Br. 


B. Neuwahlen 


Die satzungsgemäß notwendigen Wahlen ergaben für den wissenschaftlichen Ausschuß 


anstelle der turnusmäßig ausscheidenden Herren Professoren Dres. BAUER, QUADE, RICHTER 


die Herren Professoren Dres. GOERTLER, HERMANN SCHÄFER, UNGER. Der Stellvertretende 
Vorsitzende Prof. Dr. H. Heisrıcı, Technische Universität Dresden, und der 2. Kassenführer 
Prof. Dr. A. Knescuke, Bergakademie Freiberg/Sa., wurden wiedergewählt. 


C. Mitgliederstand, Kassenlage, Mitgliederbeitrag 
Die Mitgliederzahl der GAMM betrug im April 1962 etwa 1325, davon etwa 25% Ausländer. 
Der jährliche Beitrag von DM 6,— (für Einzelmitglieder) ist einzuzahlen an: 
Prof. D. K. Wısauarpr (Sonderkonto), Postscheckkonto ITamburg 246991, oder 
Prof. Dr. A. Ksescuke (Sonderkonto), Freiberg/Sa., Postscheckkonto Dresden 22255. 
Anstelle des geplanten Ergänzungsheftes zum Mitgliederverzeichnis solleinneuesMitglieder- 
verzeichnis gedruckt werden. 


D. Tagungen 


I. Wissenschaftliche Jahrestagung in Bonn 1962 (s. vorstehenden Bericht 
II. IUTAM-Symposia ( ericht). 
t Es fanden in den letzten Jahren folgende JUTAM-Symposia statt: “ 


‚1957 Cambridge, Mass. (USA): Third Symposium on Cosmical FRE N R 
\ tion with TAU). 24 pP n Cosmical Gas Dynamics (in coopera 


_ Freiburg (Germany): Colloquium on Boundary Layer Research. 
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1958 xlord (UK): Colloquium on Atmospheri ic Diffusion and Pollution (in sonpetaLion 

with TJUGG). 

- Warsaw (Poland): en on Non-I Tomogeneity in Elastieity and Plasticity. 
1959 Ithaca (USA): Symposium on Fluid Mechanics in the Ionosphere (in cooperation 

with URSI, IUGG, IAU).. er 

Delft (Netherlands): Symposium on Theory of Thin Elastic Shells. 
1960 Washington, D. C.-Williamsburg, Virginia (USA): Symposium on Magnetohydro- 

dynamics. 

Stanford, California (USA): Colloquium on CGreep in Structures. 
1961 Marseille (France): Symposium on Fundamental Problems in Turbulence and their 

Relation to Geophysics (in cooperation with JUGG and IJAMAP). 

Kiev (USSR): Symposium on Non-Linear Vibrations. 
1962 Haifa (Israel): Second Order Effects in Elasticity, Plaslicity and Fluid Dynamics. 

Paris (France): Symposium on the Dynamics of Satellites. 

Celerina (Switzerland): Symposium on Gyrodynamics. 

Aachen (Germany): Symposium Transonicum. 
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T4 A. Angewandte Mathematik 


A. ANGEWANDTE MATHEMATIK 


Fehlerschranken und Konvergenzbeschleunigung 
bei monotonen oder alternierenden Iterationstolgen 


Von J. ALBRECHT 


Bei Gleichungen v = Tv in linearen halbgeordneten Räumen mit isotonem (monoton 
wachsendem) Operator T= T*+ oder antitonem (monoton fallendem) Operator 7’= T- 
ist es bekanntlich möglich, durch die Iterationsvorschrift v*+! = T v* unter geeigneten Vor- 
aussetzungen über die Ausgangselemente monotone bzw. alternierende Iterationsfolgen 
{vX} zu erzeugen. Ist 7 linear, so können jedem Element v* einer solchen Folge zwei Schranken 
uk, w* zugeordnet werden, zwischen denen ein Fixpunkt von 7' liegt; die Folgen dieser Schranken 

verlaufen monoton: 
 .susutls.. sys.. sw <sWH<... 


Bei dieser Fehlerabschätzung, die auch als Konvergenzbeschleunigung aufgefaßt werden 
kann, wird lediglich eine einzige unmittelbar nachprüfbare Voraussetzung über den monotonen 
oder alternierenden Charakter der Iterationsfolge {v*} getroffen, und es werden nur die während 
der Iteration ohnehin anfallenden Daten verwendet. Nähere Einzelheiten läßt die folgende 
Zusammenstellung erkennen; inzwischen ist auch eine ausführliche Darstellung!) erschienen 1]. 


Lineare Gleichungssystemevo = To +t 
1. Monotone Iterationsfolgen bei isotonem Operator T = T+ 


1.1. Bezeichnungen 


a) vH= Tut a we 
ZEN UN ET A (Einzelschrittverfahren) en a 
b) ku — pe | (k=1,2,...). 
1.2. Vorausselzung 
ee 
1.3. Fehlerabschälzung 
ar ME; ; Me ee 
uk =v® + am! svsvU+ Im = w* 
s BR, ö 
mi | u : Max 57 = Mr. 
1.4. Vergleich mit der Korrekturformel von Aitken 
n öF)? örjöht 
v = Yamada (ö; Zu LIST IDEESE 
‚Buy ne = + 1— pi ö. 


1.5. Beispiel 


Tells 


1 
(nr ++) 1 in 08 7<1, kl<1; Doug rn | ı 


Anwendung des Mehrstellenverfahrens [7] (Maschenweite h = 0,5): 


58V = 349, +10, + 14, + 3 
422 vu, =31u, + 17 0, + 182 v, + 33 
8,= 5u+ 7,+ 34, + 3 
8440, = 170, + 1820, + 620, + 66 


lv = vr, 2); u » 000,0); , v(0.5,0); u, » v(0,0.5); u & v(0.5,0.5)]. 


!) Dieso Arbeit enthält außerdem -- für 7 = T+ und 7’ = T- — eino Fehlerabschätzung zu der be- 


kannten notwendigen und hinreichend K i R = ; 
dio Eigonwerteo Eu T bezeichnot.) ee =; x [47] e(7)< 1. (Mit 47) werden 


Iteration in Einzelschritten: 


A. Angewandte Mathematik 


k | Ä =| ne 
\ : k | ji k 
k “ I A 
u, e us us j uk 
rn ne RE PETE IR EHE RE NE WE 2: 
) N) N) 0 
1 0.051 724 1379 0.081 998 6926 0.066 079 5092 0.101 777 2535 
2 .135 752 2791 .134 727 8020 .139 349 7004 .120 222 6660 
3 .183 747 5792 .149 160 2963 .156 041 9071 .125 527 8211 
.196 366 5282 .153 047 7209 „160 708 8380 .126 963 1091 
4 ‚248 195 9078 .169 014 4077 .179 877 1644 ‚132 858 2187 
‚201 018 4848 .154 480 8141 .162 429 2950 .127 492 2258 
.199 796 4554 .154 106 6972 ‚161 973 7046 .127 353 4695 
5 .201 080 6267 ‚154 503 1800 ‚162 447 2731 .127 499 6212 
.201 071 6810 .154 500 4180 .162 443 9741 .127 498 6030 
.200 729 5400 ‚154 394 5501 .162 317 7157 ‚127 459 6074 
6 ‚201 078 2392 ‚154 502 1225 .162 446 2747 ‚127 499 2718 
. .201 077 8514. .154 502 0027 .162 446 1317 .127 499 2276 
.200 983 2131 „154 472 8182 .162 411 2490 ‚127 488 4656 
7 .201 077 9459 .154 502 0470 .162 446 1785 .127 499 2426 
.201 077 9274 .154 502 0413 .162 446 1716 .127 499 2404 


2. Alternierende Iterationsfolgen bei antitonem Operator T = T” 


2.1. Bezeichnungen 


a) vH=Touok-+t kudlh..,00der ,kel,dı,), 
b O2 = y2E — yEk-1 (k=1,2,, 533 
) 2k+1 — y2k — yIkH el 1, oder t,2,0): 


a: ED 


2.2. Vorausselzung. 
NE 


a! te an Di 


2.3. Fehlerabschätzung (m,, M, wie oben) 
u2k = v2R — 5,0% = DV = v2 — 5,0 ıw2k 
u2k+l — yektı 4 Sony HH Su Su2ktl 4 Sy, dr = wert 
N 


F / M, — m, M; 
= Mr Den, Ma 


m; — Mm; M; F 
1 — m, M; 


2.4. Vergleich mit der Korrekturformel von Ailken 
Wie oben (unter Beachtung der Änderung der Bezeichnungen). 


Verallgemeinerung auf lineare Gleichungen » = T v mit monotonem Operator T 
in linearen halbgeordneten Räumen x 


3.1. Beispiel 


— (u, + Lu) =1—-nrv nosrzs]; v(0) regulär, vl)= 0. 
3.2. Ileralion 
1 er K ki) = 
— ih +24) = 1-0; 0) regulär, = 0, 
en malt sn +4)... er 
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3.3. Fehlerabschälzung (nach 2.3.) + 
.  0*(r) dr) 
N ——, Max — <= Mı 
my = Min SE=K(r) a Be 
5 u 3665 4865 


De a N “ SEE 
m=7g: Mr’ ‘3 = 710417 3 = 7110417 


3.4. Reduktion der Intervallbreile 


1200 
Be oe - Ö°%r) . 
w°(r) — u?(r) 110417 SAryER 
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Anschrift: Doz. Dr. J. ALpreent, Hamburg 13, Rothenbaumchaussee 67—69, Institut für angewandte Mathe- 
matik der Universität. 


Schranken und Näherungswerte für die Nullstellen 
der Gegenbauerschen Polynome 


Von HEINZz-WILHELM ALTEN 


Die GeerngAaverschen Polynome C$’(x) bilden für » > = Orthogonalsystem im 

Intervall (—1,1) bezüglich der Belegungsfunktion (1 — x2?)’—V2, Daher sind die Nullstellen von 
v N 1 : \ 

CH) für »>—-— reell und einfach und liegen sämtlich im Intervall (— 1,1). Wegen 


Ce) = (— 1)" DIN x) liegen die Nullstellen symmetrisch zum Nullpunkt, und es genügt die 
Betrachtung der (in monoton wachsender Folge angeordneten) positiven Nullstellen x), 


(r BR 1: 2.5 877. b ): Die CKx) genügen der DGl. 


2 


). A-My"—Ar+laytna+2)y=0. 
a Beast Subslitutionen und Einführung eines Parameters A gelangt man von (1) zu 
er F 
(2) y"+A[ln(n +2») Hvr Hv(i—r)tgia]ly=0 
mit dem allgemeinen Integral 
| n y= (cosAa)' [c, Ch’ (sinAx) + «DO (sinAz)], 
wobei D, (2) die GEGENnBAvERSschen Funktionen zweiter Art bedeuten. Dur 
EGEN k ch Wahl passend 
Randbedingungen läßt sich erreichen, daß die Eigenwerte der so formulierten Pine 


umkehrbar eindeutig von den Nullstellen von C (2) abhängen. Fordert man nämlich 


y(0) = y(l) = 0, fallsn =2p +1, y’(0) = yli) = 0 _ Ä en lin Tot 
ER Creichung p y(0) = ydl) =0, fallın = 2p, so erhält man für die Eigen- 


C (sind)=0. 
a 


DI & h | 
Im Intervall O<A< 7 liegen genau 5] Eigenwerte Al), und es gilt «/), = sin AP). Daher 


lassen sich ür di i 
ae en a Schranken für die Nullstellen angeben, wenn man Schranken für die Eigen-. 


Puh 


A. Angewandte Mathematik ur 


Zur Herleitung von Schranken für die Eigenwerte wird eine von W.QuVaApE angegebene 
Methode verwendet, die sich auf Eigenwertprobleme der Gestalt 


(3) "roRdy=0, ayl)+aya)=0, Pyl)-+Pyo)=0 


ı 
bezieht, wobei Q(x,A) gewissen Bedingungen genügt. Dabei wird die DGI. (3) durch 
y-=Ysinu, y’ = Y cos u in ein System von zwei DGiln. erster Ordnung überführt, auf eine dieser 
DGin. die Methode der Ober- und Unterfunktionen angewandt und ein auf das Problem zu- 
geschniltener Oszillationssatz herangezogen. 
Dieses Verfahren läßt sich auf (2) anwenden und liefert bereits bei Benutzung relativ 
grober Ober- bzw. Unterfunktionen äußerst scharfe Schranken sowie Näherungswerte für die 


Nullstellen Od Im Falle 0O<»< 1 erhält man Schranken für sämtliche Nullstellen, welche 


von x. für jedes feste k höchstens um Glieder der Ordnung O(n”3) abweichen, die Nullstellen 
in disjunkte Intervalle einschließen und für » —0 bzw. v —1 gegen die exakten Werte der Null- 
stellen der TscHEBYScHEFrFschen Polynome erster bzw. zweiter Art streben. Auch für 
— 1/2 <»<0und»v > 1lassen sich auf diese Weise Schranken der Nullstellen gewinnen, allerdings 
nicht für sämtliche. Durch geeignete Abänderung der Randbedingungen wird man auf 
Schranken für die Nullstellen der GEGENBAuUERSschen Funktionen zweiter Art geführt. 

Eine ausführlichere Darstellung erscheint demnächst. 


Anschrift: Dr. Hrınz-WiLurLMm ALTEN, Hannover-Kirchrode, Ostfeldstr. 33 


Defektabschätzungen für Polynom-Nullstellen 
_ Von WOLFGANG BÖRSCH-SUPAN*) 


Iterative Verfahren zur numerischen Lösung von Gleichungen und Gleichungssystemen 
erfordern zu ihrer Ergänzung Fehlerabschätzungen für die gewonnenen Näherungen. Aber auch 
bei direkten Verfahren sind die Ergebnisse infolge von Rundungsfeblern oft mit Fehlern behaftet, 
die man abzuschätzen hat. Die Fehlerabschätzungen stützen sich häufig auf a-priori-Abschät- 
zungen gewisser Größen (z. B. Lirschrrz-Konstanten) in einem Gebiet, das die Lösung enthält. 
In einigen Fällen, bei denen die Aufgabenstellung aus der Lösung eindeutig rekonstruierbar ist, 
kann man auf derartige a-priori-Abschätzungen in Gebieten verzichten und eine reine Deickt- 


abschätzung durchführen. 


Es ist wohlbekannt, daß Fehlerabschätzungen für eine approximative Inverse einer Matrix 
mittels einer einmaligen „,] Yachiteration‘‘ gewonnen werden können. Kürzlich hat W ILKINSON [1] 
eine analoge Defektabschätzung für Matrix-Eigenwerte und -vektoren entwickelt. Hier soll 
eine entsprechende Fehlerabschätzung für sämtliche Wurzeln einer Polynomgleichung gegeben 
BE seien gegeben ein Polynom n-ten Grades . (x) und Näherungen ,G=12,...n) für 
seine Nullstellen z;. Wir setzen voraus, daß die Nullstellen sämtlich einfach und auch die 4; 
voneinander verschieden sind. Wir fragen nach Abschätzungen für die Abweichungen %; —4; 

i £ listellen und Näherungen. 
elle an ae für die Knschans 2; —4; ist die Newron-Verbesserung 
a; = — F(A,)[F’(A,). Es liegt der Gedanke nahe, daß bei Kenntnis der Newron-Verbesserungen 
für allen Wurzeln die Wurzeln selbst eindeutig bestimmt sind. Unter gewissen Voraussetzungen, 
z. B. falls 


n 1 

0) he Il 4 14 Alt<y | lot, 
i+j 

läßt sich zeigen, daß dies der Fall ist}). | { 


Durch logarithmisches Differenzieren von F(x) = Ga («—x;) und Einsetzen von 


=, für salz En folgt, daß die Wurzeln x; dem Gleichungssystem 


n £ 
= — Eh— a), De Zen 
i=1 | 
ü | ö j i h x; erhält das Gleichungssystem eine zur 
en. Durch Auflösen der j-ten Gleichung nach %; 
Traon geeignete Form, wie sie bereits von Maenuy [2] benutzt wurde. Sind u; irgendwelche 
*) Inst i il i le, Darmstadt. “ 
> itut für Praktische Mathematik, Technische Hochschule, 
ı Eine ausführliche Veröffentlichung ist in Vorbereitung. 
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TS A. Angewandte Mathematik 


Näherungen für die x;, die nicht notwendigerweise mit den ); übereinstimmen müssen, SO er- 
rechnen sich neue Näherungen »; nach 
&; SR 
(2) u — A = — Sn ern og ’ ij=1,2,...N. 
=, -ı 7 
149 8 (u) 
in 
i+j 

Die wahren Nullstellen x; sind die Fixpunkte v; = u; des Iterationsoperators. 

Abschätzungen für die x; folgen nun leicht mit Hilfe bekannter Fixpunktsätze. Besonders 
vorteilhaft ist der Fixpunktsatz von BROUweER [3]. Seine Anwendung liefert folgendes Abschät- 
zungsverfahren: De 

Man wähle ein der Kugel topologisch äquivalentes Gebiet Sim R,, das vermutlich die Lösung 
enthält. Beispielsweise definiere man S als die Menge aller Punkte (1, 4,,... u,), für die gilt 
(3) v—ıA|=sd, a 1 An 
mit geeigneten Größen d;. Es sei T das durch den Iterationsoperator erzeugte Bild von S. Ist 
die Abbildung in S eindeutig und stetig und ist T in S enthalten, so enthält T' nach BROUWER 
einen Fixpunkt. Die Eindeutigkeit folgt aus (2), die Stetigkeit läßt sich aus (1) herleiten!), es 
bleibt also nachzuprüfen, ob 7’ in S enthalten ist. Dazu schätzt man etwa v, —A; aus (2) unter 
Benutzung von (3) ab und erhält 


0; —4;| s 1 ’ 
n 2 
1— l;| z (A; —A;| — d;)! 
{4 


falls alle vorkommenden Nenner positiv sind. Bezeichnet man die rechte Seite dieser Gleichung 
mit D;, so ist 
(4) : Did, a ee 


zusammen mit (1) eine hinreichende Bedingung für die Existenz eines Fixpunktes in T. Es gilt 
dann also die Abschätzung 
y—4A|<sD;, Tal usa, 


Bis auf die Wahl der d; ist das Abschätzungsverfahren also festgelegt. Es ist klar, daß 
d; Z |a;| gewählt werden muß, damit (4) erfüllt werden kann. Im übrigen bestimmt der Erfolg 
die zweckmäßige Wahl der d;. Das folgende Verfahren hat sich praktisch bewährt: 

Man wähle zunächst d; etwas größer als Ja;|, z.B. d; = 1,1 |a;|. Ist für gewisse j (4) nicht 
erfüllt, so erhöhe man d; etwa auf das 1,1-fache der zuvor erhaltenen Größe D;. Diese Vorgehens- 
weise kann wiederholt werden. Sollte dabei jedoch einer der vorkommenden Nenner nicht mehr 
positiv werden, so besteht wenig Hoffnung, daß Abschätzungen auf dieser Basis überhaupt 
gewonnen werden können. 

Die angegebene Abschätzung läßt sich verfeinern, wenn man bei den in (2) auftretenden 
Additionen die Phasen der komplexen Summanden so weit wie möglich mitberücksichtigt. Der 
Rechenaufwand für dieses Vorgehen entspricht aber schon fast dem eines vollständigen Iterations- 
schritts nach (2). Feinere Abschätzungen lassen sich ferner erzielen, indem man statt vu —4 
die im allgemeinen ‚kleineren Größen 0, — (A; +.) oder 1, — (A En |]! +0 2 (4, — 4°) 

ü) 


abschätzt, das sind die Abstände zwischen v; und den verbesserten Näherungen, die aus A; durch 
Anwendung eines Newrox-Schrittes bzw. eines Iterationsschritts nach (2) entstehen. Eine 
neue Defektberechnung ist dabei nicht notwendig. Auch bei diesen Abschätzungen lassen sich 
unter Umständen komplexe Phasenbeziehungen vorteilhaft verwenden. Schließlich kann man 


als Koordinaten des Mittelpunkts von S statt A; bereits verbesserte Approximationen an die 


Nullstelle verwenden. 


Bei der praktischen Anwendung muß berücksichtigt werden, daß a; als Defektgröße . 


empfindlich ist gegen Rundungsfehler. Falls die Defektberechnung nicht mit erhöhter Genauigkeit 
vorgenommen wird, dieA; aber gute Approximationen an die x; sind, hat man diese Rundungs- 
fehler abzuschätzen und ihre Fortpflanzung in den hier gegebenen Formeln mitzuberücksichtigen. 

Eine Verallgemeinerung der Abschätzungen auf mehrfache Nullstellen und nahe bei- 


einanderliegende Nullstellen ist möglich. Hierzu sei auf die angekündigte ausführlichere Ver- 


öffentlichung verwiesen. 
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A. Angewandte Mathematik T9 


Mathematische Theorie des Verhaltens endlicher Automaten”) 


Von J. Rıcnarp Bücm* *) 


Der Begriff-des endlichen Automaten entstand als mathematische Abstraktion der deter- 
ministischen-diskreten-sequentiellen Systeme, wie es z.B. die modernen Rechenanlagen sind. 
- Das Charakterislische am Funktionieren solcher Systeme liegt in der Rückkoppelung oder Selbst- 
Steuerung. Die Theorie der reinen Schaltungen (Bootesche Algebra) genügt nicht zur Erfassung 
dieses Phänomens und muß erweitert werden zur Theorie der endlichen Automaten (KLEENEsche 
Algebra), die geradezu als Theorie.der Schaltung durch Rückkoppelung bezeichnet werden kann. 
- Es ist zu hoffen, daß eine streng mathematische Entwicklung von Begriffen und Sätzen über 
- endliche Automaten auch dem Praktiker einen Einblick in das Verhalten und die Möglichkeiten 
digitaler Systeme gewährt, der sich dem nur empirischen Probieren auf dem Gebiete der Kon- 
struktion und des Gebrauches von Schaltwerken komplementär zur Seite stellt. Allerdings ist es 
fraglich, ob die schon vorliegende Theorie im mehr naiven direkten Sinn praktisch anwendbar 
sei. Andererseits aber werden leistungsfähigere und vor allem neuartige Systeme schon in nächster 
_ Zukunft nur entstehen können auf Grund tiefgreifender Einsichten von allgemeiner Natur, wie 
Sie nur bei der konsequenten Entwicklung mathematischer Theorien entstehen. Es wäre daher 
- wünschenswert, daß sich ein weiter Kreis mathematisch denkender Forscher der verschiedensten 
“ Richtungen mit endlichen Automaten, Turısc-Maschinen und Ähnlichen Strukturen beschäftigte, 
_ und daß in Zukunft diese Dinge nicht nur einigen Logikern und vielen Dilettanten überlassen 
blieben. Seit einiger Zeit ist ein großes Gewimmel von Schlagwörtern (wie etwa Selbstreprodu- 
 zierende, Selbstorganisierende, Lernende Systeme, Operations Research, Communication Science 
_ usw.) charakteristisch für einen ganzen Komplex von Aktivitäten, der sich um die modernen 
_ Rechenanlagen entwickelt hat. Ob es dabei immer bei großen Worten und anregenden Speku- 
 lationen bleiben soll? Daß das nicht so zu sein braucht, zeigt das Beispiel des Wörtchens „Ver- 
halten“. Im Folgenden werden wir sehen, daß sich diesem, wenigstens mit Bezug auf eine ganz 
- einfache Sorte von Systemen, eine exakte Bedeutung zulegen läßt, die dann auch Anlaß gibt zu. 
einer fruchtbaren Theorie. 


# 


-e 


(a) Transit-Tafel von a,' (b) Transit- Graph von Ül, (c) Transit -Baum von Ü, 

/ Bild 1 

j > 
- Ein Automat mit k Eingabezuständen ist ein algebraisches System U = <S, fu. . - » I», W> 
bestehend aus einer Menge S, deren Elemente die Zustände von au heißen, einem Element A 
von S’genannt Anfangszustand, Abbildungen /; von S in 5 genannt I ransit-Operatoren 
_ und einer Teilmenge W von S, genannt die Ausgabe von U. Die Eingabezustände werden 
“ durch die Symbole 1,2,...,% bezeichnet, jeder von ihnen entspricht einem Transit-Operator 
_ von X. Der Automat heißt endlich, wenn die Menge S seiner Zustände endlich ist. 
Ein Beispiel eines endlichen Automaten X, mit zwei Eingabezuständen ist durch Bild 1(a) 
gegeben. Seine Zustände sind A, B, C, Dund E. Die Tafel ist so zu verstehen, daßz.B. fi B=D, 
A f B=C, BeW daW(B)=T,C«WdaW(C)=F. In selbstsprechender Weise ist derselbe 
Automat %, auch durch die Bilder 1(b) oder I(c) bestimmt. Diese graphischen Darstellungen 
_ eines endlichen Automaten sind natürlich für die Theorie überflüssig, erweisen sich aber beide 
‘als nützliche Stützen der Anschauung. Auf Eingabe etwa des ‚Signals 1121 reagiert der 2 
“mat X, indem er vom Anfangszustand A ausgehend sukzessiv die Zustände hA=B,hB= n 
fD=E,/fiE = B durchläuft. Der schlußendliche Zustand B heißt die interne Reaktion von nn 
auf das Eingabesignal 1121 und sei mit X,(1121) bezeichnet. Das Signal 1121 erregt die Ausgabe 


- 


*) Auf Ei lad der Tagungsleitung gehaltener Hauptvortrag. h , 
i ) Selena Michigan, An Arbor und Gutenberg-Universität, Mainz. 
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A. Angewandte Mathematik 


HERE or 2 
von U, weil W,(1121) e W. Hingegen gilt z. B. U,(212) « W, also eek das re ns > a 
= 4 2 Eu > * ” * . 4 W 7, 5 , 

gabe von 9%, nicht. Genauer wird die Arbeitsweise eines Automaten X mit k Eingabezustän 
so definiert: Ale 
ö ” . + 2. = 9 

Die Wörter über dem Alphabet 1,...,K heißen die Eingabesignale Maar: Eee 
die Menge N,, zu der auch das leere Wort o gerechnet wird. Die interne Reaktion U) is 
die für jedes ze N, durch folgende einfache Rekursion definierte F unktion; 


U) =A 
Ucd)=fiNa) für i=l,...,K. 


Für jedes Eingabesignal x bestehen nun folgende zwei Alternativen 


£ Ur) e W :x erregt die Ausgabe von A 


Ulx) « W :x erregt die Ausgabe von X nicht. 


Ein Automat X ist also die mathematische Abstraktion eines konkreten Systems, dessen 
Zweck es ist, die Eingabesignale in zwei komplementäre Mengen aufzulösen. Allerdings spielen 
in dieser Hinsicht nur endliche Automaten eine Rolle, und auf solche werden wir uns daher im 

folgenden konzentrieren. Dabei 

ein Eingabesignal hapdelt es sich aber nicht darum, 

1121 über diese und jene endliche Auto- 

maten Aussagen adhoc zu machen. 

Vielmehr solleineallgemeinemathe- 

matische Theorie, bestehend aus 

S ! . J Definitionen, Beweisen tınd Sätzen, 

Er - me: = 9/1121 entwickelt werden, mit dem Zweck, 

das Verhalten endlicher Automaten 

verstehen zu lernen. Dazu Lut es 

vor allem not, geeignete Konzepte 

. durch präzise Definitionen hervor- 

zuheben. Wir beginnen mit der von KLEEnE [10] stammenden Definition des fundamentalen 
Begriffs des Verhaltens. 


Sein Y=<S,A,/»::.,,» W und 8B=<T, B, 9» :..,9& V> zwei Automaten. Man 
wird sagen „A verhält sich gleich wie ®“, wenn die beiden Automaten auf gleiche Eingabe- 
signale mit gleicher Ausgabe reagieren, d. h., wenn für jedes x aus N; gilt, X(x) € W genau dann, 
wenn B(z) €e V. Diesen Sachverhalt kann man aber auch so ausdrücken: 


x {2 Ua) e W} = {x| Ba) eV}. 


Es ist daher zweckmäßig, die Menge {x |X(x) e W} das Verhalten von X zu nennen und mit 


“vrhQU) zu bezeichnen. Damit kann nun der Zweck unserer Theorie schon ziemlich scharf for- 
muliert werden. / 


Hauptaufgabe: Sei //,; die Menge aller Verhalten endlicher Automaten mit k 
Eingabezuständen. Es ist die Art derjenigen Teilmengen ß<N,zu erforschen, die 
zu //, gehören. Auch sind Eigenschaften von //; zu untersuchen. Insbesondere 


gilt es Kriterien zu finden, die fürirgendwelches $ < N, aussagen, ob ßzull;,gehört 
oder nicht gehört. 


Transit 
Ausgabe O 
g Boxe Eingabe 


Zustand 
zur Zeit 


Bild 2 


Zunächst ist zu bemerken, daß nur abzählbar viele der Teilmengen von N; durch endliche 
Automaten realisierbar sind. Fernerhin sind diese Mengen rekursiv; ein endlicher Automat X 
präsentiert ja geradezu ein effektives Verfahren, das darüber entscheidet, ob ein vorgelegtes 
ze N, zuovrh(ll) gehört. Es gibt aber andererseits ganz einfache rekursive Teilmengen von N, 
die nicht das Verhalten eines endlichen Automaten sind. Z.B. zeigt man leicht, daß die Menge 


{yyly € N;}, bestehend aus allen Wörtern aus N,, die aus zwei gleichen Stücken zusammengesetzt 
sind, nicht zu //, gehört. 


Gegenüber den in der Literatur vorkommenden Varianten hat unsere Definition der Auto- 
maten den Vorteil, daß so fundamentale Begriffe wie Homomorphie, direktes Produkt und Kon- 
gruenz gleich aus der abstrakten Algebra übernommen werden können. Damit ist dann erstens 
eine systematische Strukturtheorie der Automaten eröffnet und zweitens ein Beitrag zum Haupt- 
problem gewonnen. Auch die Resultate von Moork [13] über minimale Automaten ergeben sich 
‚ sozusagen als Beiprodukt. Diese Dinge können in Kürze wie folgt angedeutet werden. Dabei 

wollen wir uns auf solche Automaten beschränken, in welchen die Menge $ aller Zustände vom 


Anfangszustand A durch die Transit-Operatoren erzeugt wird. Von A aus nicht „erreichbare“ 
Zustände haben ja keinen Einfluß auf das Verhalten von X. 


4 


A. Angewandte Mathematik rt 


ine Abbildung h von S auf T heißt Homomorphie des Automaten Y=S, A 
| In, n ; Ir W > auf B=<T, B 9..::,95.V> wenn hA= B, KA, X) = g(hX) und (Xe W) 
-- (RN eV). Bedeutet DBSNU, daß B homomorphes Bild von X ist, dann gilt = 


BSU vr) =vrAäd) 
EHASEABSG- vr M)=orh®) 


ni e 7 ’ ‚Q T IQ 1 > > > w 1 \ ' 
Ren BP<N; ist die Menge V; aller Automaten vom Verhalten ß ein vollständiger Verband 
ezüglich der Ordnungsrelation<. Dieser Strukturverband (V,, S) hat als gröbstes Ele 
ve x Id (Ya, =) hal als gröbstes Element 
ra n 4 ä re sy kr 0, Piy+ «Pr BD = wobig z=21l...,n2=zk.'Sein 
K en esE Karel ist. der minimale Automat W; des Verhaltens ß. Gibt es endliche Auto- 
malen vom V erhalten ß, so liegen sie unten im Strukturverband; Mt, ist dann auch der minimale 
in der Zahl von Zuständen unter allen Automaten vom Verhalten p. 

Bild 3 zeigt den Strukturverband bestehend aus allen homomorphen Bildern von %,. Wie 
man dem Beispiel entnimmt, brauchen solche Verbände nicht distributiv zu sein. Es brauchen 
auch keine Kettensätze zu gelten, und die irreduziblen Elemente können sehr unregelmäßig 
angeordnet sein. Die Struktur- 
theorie endlicher Automaten 


A, 
scheint daher eine fast hoff- DH u 

-  nungslos schwierige Angelegen- 

= heit zu sein. 
= Eine Äquivalenzrelation & % 

- über der Menge S aller Zustände 

- wird man dann eine Kon- 

_ gruenz des Automaten W 

= nennen, wenn gilt (X on Y) 
— _l; XofhkY)undd(XoYAX = 


.eW)—(YeW). In bekannter 
Weise bildet man den Quolienten 
— Mo» von bezüglich einer Kon- Strukturverband von OA, ana: 
-  gruenz. Wie man das von der 23 
Algebra her weiß, besteht nun . 
der Strukturverband von X aus allen Quotienten von WX und ist isomorph zum Verband der 
 Kongruenzen von V. Insbesondere liefert die gröbste (das Supremum) = aller Kongruenzen von 
den minimalen Automaten des Verhaltens vr h(U). Daraus ergeben sich leicht effektive 
Methoden zur Minimierung; es handelt sich ja einfach um das Auffjaden der gröbsten Kon- 
gruenz eines vorgelegten endlichen Automaten. 

Bis auf Isomorphie sind also die Automaten vom Verhalten 8 genau die Quotienten %,/ 
des freien Automaten %;. Insbesondere erhalten wir daher die folgenden Kriterien für die Reali- 
sierbarkeit von ß# < N; als Verhalten eines endlichen Automaten: 


| 1. Die Menge $ < N, gehört zu IT, genau dann, wenn der freie Automat %; eine Kongruenz 
von endlichem Index (Zahl der Kongruenzklassen) zuläßt. 
2. Die Menge $ < N, gehört zu //, genau dann, wenn die gröbste Kongruenz von %; end- 


lichen Index hat. / 


Zwecks prägnanter Formulierung lohnt es sich, folgende Definitionen anzubringen. Eine 
Kongruenz der rechts-Nachfolgerfunktionen 9, . . . , p nennen wir rechts-Kongruenz von N}. 
Die gröbste Kongruenz von %; bezeichnen wir mit = (ß) und nennen sie die von P induzierte 
rechts-Kongruenz. Der Index von >(ß) heißt auch rechts-Rang von ß. Obige Kriterien 
lassen sich nun auch so formulieren: 


1’ .Die Menge ß < N; gehört zu //; genau dann, wenn sie Vereinigung von Kongruenzklassen 
einer rechts-Kongruenz von N; von endlichem Index ist. 


(II) Die Menge $< N; gehört zu //; genau dann, wenn der rechts-Rang von ß 
endlich ist, d.h, wenn die von ß induzierte rechts-Kongruenz »(ß) nur endlich 
viele Klassen besitzt. 

Mit Hilfe der Formel 
(a) . z=y) = (vu) @ueß-yueß) 
gelingt es oft, die induzierte rechts-Kongruenz genügend konkret zu ermitteln (oder doch ihren 
Index abzuschätzen), sodaß dann Kriterium (II) wirklich angewandt werden kann. Z. B. zeigt 


"man so leicht, daß die induzierte rechts-Kongruenz der Menge {x x |x e N,} die Gleichheitsrelation 
ist, und sie daher nicht durch einen endlichen Automaten realisiert werden kann. Zur Bedeutung 


| von Kriterium (1’) ist folgendes zu sagen: 
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N, =£0,1,11,111,...} ist doch einfach die Menge der natürlichen Zahlen. En ak 

funktion ist, 1 ihre Kongruenzen Si er i it, die wohl- 
folgerfunktion ist x =x1= (x + 1), ihre Kongruenzen sind, nebst der Gleichheit, 
bekannten elementaren Kongruenzen 


z=eyl,) +» a<I\AtT=yY)VUÜSEN I<yAz=y(mod Jg), 


wobei O0 <I! und 1<Sg. Sie sind alle von endlichen Index (1 + g), und Vereinigungen FhIEE 
Kongruenzklassen pflegt man (schlußendlich-) periodische Mengen von Zahlen zu nennen. Es 
scheint daher angebracht, auch im Falle k > 1, die Vereinigungen von Kongruenzklassen modulo 
einer rechts-Kongruenz von endlichem Index, als rechts-periodische leilmengen von N; 
zu bezeichnen. Das Kriterium (1’) kann dann auch so formuliert werden: 


(I) Die Menge ß gehört zu //; genau dann, wenn sie rechts-periodisch ist. 


Übrigens kann N, auch im Falle k > 1 als die Menge der natürlichen Zahlen interpretiert 
werden. Nur sind jetzt die Zahlen nicht mehr durch eine einzige, aber durch k freie I unktionen 
ptz=rl=(k-r+1),...,‚pmz=zk=(k-x2+ k)aus 0 erzeugt (siehe Bild 4 für den Fall 

(= 2). Mit einer Variante dieses k-ären Nummernsystems (N, 0,91 RER. lernt man zwar 
schon auf der Schule zu manipulieren (Algorithmen für k-äre Addition und Multiplikation), und 
es wird doch gerade dieses Um- 
gehen mit Wörtern von altersher 
Rechnen genannt. Warum aber 
sind eigentlich diese k-Kongru- 
enzen (Kongruenzen des Funk- 
tionssystems k-x +1,...,k- 
x + k) von endlichem Index und 
die zugehörigen k-periodischen 
Mengen von Zahlen nicht schon 
früher systematisch behandelt 
worden? Die Theorie der end- 
lichen Automaten kann geradezu 
als Beitrag zu diesem Teil der 
elementaren Zahlentheorie be- 


2 zeichnet werden. — Einige Be- 
merkungen über k-periodische 
Mengen von Zahlen sind bei Bücnt [2] zu finden. — Ein sehr anspruchsvolles Problem 


ist es, irgendwelche Übersicht über alle k-Kongruenzen (von eydlichem Index) der Zahlen 
zu gewinnen. Daß die Verbandtheorie hier nicht weiter hilft, wurde schon angedeutet. — 
Im Kontrast zum Falle k=1 gibt es unter den k-Kongruenzen von unendlichem Index sehr 
komplizierte (nämlich nicht rekursive) Relationen (Post und MARKoW, rekursive Unlösbarkeit 
des Wortproblens für Halbgruppen). 

Über N; gibt es auch die links-Nachfolgerfunktionen ,2=1x2,...,‚kt=krz, 
und ihre Kongruenzen, die links-Kongruenzen von N;. Eine Menge $?< N; heißt links- 
periodisch, wenn die von 8 induzierte links-Kongruenz (ß) endlichen Index hat. 
Dieser heißt auch der links-Rang von ß, und es gilt, 


(b) / zzyß)- (vWureß— uyep). 


Schließlich nennen wir eine Relation, die links- und rechts-Kongruenz ist, einfach eine 
Kongruenz von N;. Es sind dies die Kongruenzen der freien Halbgruppe <N,,”) . Eine Menge 
PS<N, heißt periodisch, wenn die induzierte Kongruenz —(ß) endlichen Index hat. 
Dieser Index heißt auch Rang von ß, und es gilt 


(c) Sy) = (yuv)(uxveß- uyveß). 


. Unter Verwendung von (a), (b), (c) ist es nun möglich zu zeigen, daß die Ränge r,, 74 7. 
einer Menge $<N; den Abschätzungen r, <2", ,S2r und rs T,",ry'ı genügen. Da tri- 
vialerweise 7, r,, Sr, folgt also aus der Endlichkeit einer der drei Ränge die Endlichkeit der 


beiden anderen, d. h., „rechts-periodisch‘, „links-periodisch“ und „periodisch‘ haben alle den- 
selben Sinn. Wegen (I) gilt also, En 


. Satz 1: Die Verhaltensmengen endlicher Automaten sind genau die perio- 
dischen Mengen von Wörtern. Diese wiederum sind identisch mit den rechts- 
periodischen und auch den links-periodischen Mengen. 


. Trotzdem brauchen natürlich die drei Ränge einer Menge ß € I/, nicht identisch zu sein, 
sie genügen aber den oben zi tierten Ungleichungen. Übrigens ist der rechts-Rang r, einer perio- 
dischen Menge ß gerade die Minimalzahl von Zuständen die zur Realisierung von ß durch einen 


\ 
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Automaten nötig sind; es ist ja %/>(f) der minimale Automat des Verhaltens ß. Das links- 
rechts Vertauschte eines Wortes x heiße das Konverse zu x und sei mit® bezeichnet. Trivialer- 
weise ist P periodisch genau dann, wenn es ß ist, und der links-Rang von ß ist gleich dem rechts- 
Rang von ß. Aus Satz 1 folgt also: Istö<N;, realisierbar durch einen endlichen Auto- 
maten, dann ist es auch . Mit anderen Worten, bei der Frage der Realisierbarkeit von ß 
spielt es keine Rolle, ob man sich dazu entscheidet, die Signale immer von links nach rechts, oder 
immer von rechts nach links einzugeben. Apriori (ohne Satz 1) ist dies ein erstaunliches Resultat 
über endliche Automaten, und die Zahl derzur Realisierung von ß nötigen Zustände-kann auch 
für die eine Art des Eingebens viel größer sein als für die andere (rechts-Rang und links-Rang 
von ß). Das Resultat kann übrigens auch so formuliert werden: J7; ist abgeschlossen unter 
Konversion. Unter Verwendung der Formeln (a), (b) zur Abschätzung von Rängen ist es nicht 
schwer zu zeigen, daß Periodizität auch erhalten bleibt unter den Boouzschen Operationen U,N\, w 
und den weiteren, sogenannten regulären Operationen &ß={zy|lxzea Ayeß} und 
oe... iur... mean} =a U lfe) U (AR) U +++. Aus Satz 1 folgt dann 

Satz 2: Die Menge //, der Verhalten endlicher Aulomaten ist abgeschlossen 

unter den Operalionen V, 1, m, 4,7, *, 


’ 

Wir werden sehen, daß die abstrakte Algebra Sl, = «II, U, n,»,*,”,*) das Einmaleins 
der Theorie der Schaltung durch Rückkoppelung ist. Fälschlich wird dies oft von der Boouzschen 
Algebra behauptet, die aber nur das reine Schalten beherrscht!) . Dies wurde zuerst von KLEENE 

- [10] erkannt, und wir schlagen deshalb vor, Sl, die KLerne’schen Algebren zu nennen. Über 
sie ist leider nicht viel bekannt; es bleibt die wichtige Aufgabe, ihre Theorie auf den Stand der- 
jenigen der Boougschen Algebra zu bringen. Z.B. sind die Probleme der Axiomatisierung der 
Kueeneschen Algebra ungelöst. 

Der oben angedeulete Beweis von Satz 2 ist nicht derjenige von KLeenxe [10]. Diese Arbeit 
enthält vieles von vielleicht sekundärer Bedeutung und ist daher schwer verdaulich. Eine bessere 
‚Darstellung der Hauptresultate ist bei Corı, ErLcor und Wrıscur [8] zu finden. Im folgenden 

— werde ein eleganter und sehr aufschlußreicher Beweis von MynıLu [12] des Satzes 2 wieder- 

-— gegeben. Er beruht auf der folgenden Verallgemeinerung der Automaten, die auch aus ganz 

anderen Gründen beachtenswert sein dürfte. Ein Transit-System (auch Flußdiagramm und 

nicht deterministischer Automat genannt)E = <S, A, F,..., Fu F, W) besteht aus einer Menge S 

von Zuständen, der Anfangsmenge A<S, den Transit-Relationen Fy..., Fu F< 

(Sx S) und der Endmenge W<S. Die Relationen F; entsprechen den Eingabezuständen 

i—=l,...,k F heißt auch Relation der spontanen Übergänge und entspricht dem leeren 

Signal o. In Bild 5 ist ein Transit-System €, mit den Zuständen 4A, B,C,D,E durch seinen 

_  Transit-Graphen gegeben. Man sieht gleich, daß C, kein Automat ist, denn erstens gibt es zwei 

u Anfangszustände, zweitens sind die Relationen F, und F, nicht funktionell, und drittens treten 

- spontane Übergänge auf. 

4 c,8,0 „0,8,C,&,A 


O Anfangszustände 


B n 
2 A © Endzustände 
0 
i 1 
(a) Das Transit - System de (b) Teilmengenkonstruktion Im (d.) 


Bild 5 
Bemerkung zu Bild 5(a): E ist Endzustand 


Unter der Kontaktmenge eines Transit-Systems & verstehen wir die Menge kn{(&), 
bestehend ‘aus allen Signalen x € N,, die einen gerichteten Weg vom Anfang nach dem Ende 
markieren. Z. B. gehört also das Signal 121122 = 12101202 zu kni(&,), da in Bild 5 der ge- 
richtete Weg A>C>E>D>B>BoDo CE in der Anfangsmenge A={A,B} 


1) Eigentlich ist es nur dio zweiwortige Schaltung, die der Boouzschen Algebra entspricht. Die n-wer- 
tigen en werden von den Postschen Algebren [14] beherrscht, die leider wenig Beachtung finden. 
_ Für eine kurze Darstellung sioho ROSENBLOOM [17]. 
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beginnt, in der Endmenge W= {E} endet und seine Kanten durch 1, 2,-1, o, I, 2 0 2 markiert 
sind. Es ist leicht einzusehen, daß das Verhalten eines Automaten gerade die Kontaktmenge des 
zugehörigen Transit-Graphen ist. Umgekehrt gilt aber auch das 

Lemma: Zu jedem endlichen Transit-System & (mit n Zuständen) kann man 
einen endlichen Automhten XV = T m(&) (mit höchstens 2" Zuständen) konstruieren, 
sodaß vrAQl) = knUß). 


Die Teilmengen-Konstruktion T’m(C) wurde von MyuILL [12] erfunden und ist in 


Bild 5(b) im Beispiel C, durchgeführt. Die Zustände des Automaten T m(&,) sind gewisse Teil- 
mengen aller Zustände von E,. Als Anfangszustand wählt man die Anfangsmenge A ” {A,B} 
Sei die Menge X schon als Zustand von 7'm(&,) gefunden. Dann schlägt man zum Nachfolger 
fi(X) zunächst alle 1-Nachfolger von &, von Elementen X e X und schließt die so entstandene 
Menge ab, durch sukzessives Zufügen aller ihrer spontanen Nachfolger in &,- Ahnlich konstruiert 
man /‚(N). Schließlich wählt man als Elemente der Ausgabe von 7’ m(G,) alle diejenigen Mengen, 
die Zustände von 7T'm(G,) sind und sich mit der Endmenge W = {E} von 6, überschneiden. Es 
ist nun ganz leicht einzusehen, daß das Verhalten des Automaten 7 m(G,) gerade mil der Kontakt- 
menge kn {(C,) übereinstimmt. Zunächst ergibt das Lemma von Myuıcu ein weiteres Kriterium 
für das Verhalten endlicher Automaten: 


(III) Eine Menge ß gehört zu //;, genau dann, wenn sie Kontaktmenge eines 
endlichen Transit-Systems ist. 


Daraus folgt nun wieder ganz leicht die Abgeschlossenheit von //; unler den Operationen 
-,u,”,*; es braucht ja nur gezeigt zu werden, daß mit a und ß auch &, x Uß, «'ß und ß* 
Kontaktmengen sind. Aus einem Transit-System für & erhält man aber eines für &%, indem man 
alle Transitionen umdreht und 
Anfang mit Ende vertauscht. 
Ferner ist in Bild 6 angedeutet, 
wie aus Transit-Systemen für & 
und 8 neue Transit-Systeme mit 
den Kontaktmengen a uU ßB,ß, 
ß* konstruiert werden können. 
Die Bilder erklären wohl diese 
Konstruktionen zur Genüge (die 
Doppelpfeile bedeuten jeweils 
ganze Kabel von spontanen 
Transitionen). Damit ist dann 
Satz2 nach der Methode von 
Myuruu bewiesen (die Abge- 
schlossenheit von //; unter m 


Komplement der Ausgabe eines 
Automaten ergibt doch das kom- 
plementäre Verhalten). Übrigens 
zeigt die Konstruklion für 9* in Bild 6 ganz deutlich die fundamentale Bedeutung des Ope- 
rators *. Er verdient geradezu als Rückkoppelungsoperator bezeichnet zu werden. 

Leicht konstruiert man zu jeder endlichen Menge ß< N; ein endliches Transit-System 
(Automaten), dessen Kontaktmenge (Verhalten) gleich ß ist. Aus Satz 2 folgt daher: 

(d) Jede aus endlichen Teilmengen von N, durch die Operationen V,”, * aufgebaute 
Menge ß ist das Verhalten eines endlichen Aulomaten. 

Eine Formel, die aus den Symbolen 1,...,k durch Anwendung der Operationssymbole 
V,”,* aufgebaut ist, wenn man einen regulären Ausdruck (dabei ist oft (E°F) durch (EP) 
abgekürzt). Jeder solchen Formel & wird, in augenscheinlicher Weise, ein Wert |EI< N; zu- 
geordnet. Z. B. bezeichnet der Ausdruck (1 U 2)* 2 die Menge aller Wörter in N,, die auf eine 2 
enden. Es ist nun leicht einzusehen, daß (d) in folgender stärkerer Form gilt: 


Synthesen-Satz: Es gibt ein effektives Verfahren, das zu jedem regulären 
Ausdruck E einen endlichen Automaten A vom Verhalten |E] liefert. 


Ein solches Verfahren kann doch etwa so beschrieben werden: 1. Durch Anwendung der 
Konstruklionen aus Fig. 6 stelle man ein Transit-System & her, dessen Kontaktmenge gleich dem 
Wert des vorgelegten Ausdrucks € ist. 2. Auf C wende man die Teilmengenkpnstruktion an; 
der so gewonnene Automat X hat das gewünschte Verhalten |[E]. In Bild 7 wurde diese Kon- 
struktion im Beispiel des Ausdruckes (12*1 U 22)*22 durchgeführt. 


J Bild 6 


Auch die Umkehrung zum Synthesen-Satz wurde von KLEENE [10] gefunden; für den 


Beweis verweisen wir auf diese Arbeit, sowie auf MynILL [12], Corı, Ersor und Wricur [8], 


’ 


zeigt man ja leicht direkt; das‘ 


r 
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Bild 7 


Rasın und Scorr [16]. Zu den regulären Ausdrücken ist jetzt aber noch das Symbol A für die 


leere Menge, zu rechnen. 


ee Es gibt ein effektives Verfahren, das zu jedem endlichen 
Automaten X einen regulären Ausdruck © liefert, der das Verhalten von X be- 


zeichnet. 


Die beiden Sälze zusammen zeigen, daß die regulären Ausdrücke genau das Verhalten end- 
licher Automaten beschreiben. ‚Ihre Bedeutung für die Theorie der Schaltung durch Rück- 
koppelung entspricht also gerade der Bedeulung Boougscher Ausdrücke ir 
Schaltung. Endlich ergibt der Analysen-Salz die Umkehrung zu (d), so daß wir als weiteres 


Kriterium für das Verhalten e 


ndlicher Automaten erhalten: 


ı der Theorie der reinen 


= (IV) Eine Menge ß<N, gehört zu IT, genau dann, wenn sieder Wert eines regu- 
lären Ausdruckes ist, d.h., wenn sie durch die Operationen \,”, * aus endlichen 
Mengen aufgebaut werden kann. 


Wegen Satz 2 können in ( 


Ausdrücke bleiben viele wichtige Frage 


der KLerseschen Algebren ve 


IV) auch die Operationen N, —, * zugefügt werden. Über reguläre 


rwandt sind. So folgt zwar aus dem Synt 


n ungelöst, die mit den Problemen der Axiomatisierung 


hesensatz, daß das Zu- 


treffen von Gleichungen & = % zwischen regulären Ausdrücken algorithmisch entschieden werden 


kann. Man kennt aber keine endliche Menge von Iden 
chungen & = % herleitbar sind. Sodann fehlt für regu 


der Normalform. 


Litäten,-aus denen alle zutreffenden Glei- 
läre Ausdrücke ein brauchbares Konzept 


Wir haben damit die fundamentalen Resultate über das Verhalten endlicher Automaten 


besprochen. 'Tiefgreifendere Er 
uns noch, vor allzu stur-einsei 


doch einfach undenkbar, daß Einsichten über so aı 


gebnisse in dieser Richtung sind bei Bücht 


[3] zu finden. Es bleibt 


liger Beurteilung der Bedeutung dieser Dinge zu warnen. Es ist 


die endlichen Transit-Systeme sind, nicht auch in ganz anderen Zusan 


tischem Wert sein können. Zudem verdient die Aritlime 


ıschauliche konkrete Strukturen, wie es z. B. 


ımenhängen von prak- 


tik der Wörter (oder k-ären Zahlsysteme) 


im allgemeinen und der periodischen Mengen von Wörtern (k-äre Kongruenzen der Zahlen) im 


Eine ganz andere Frages 
CGrurch [7] formuliert; siche a 


Anforderungen genügen sollen. 


struktions-Algorithmen oder si 
Bücui [2], Wax [19]. 
zu interpretieren. Mit seiner u 


Unbrauchbarkeit seiner lineare 
Maschine in vielen Richtungen 


speziellen auch die Beachtung des reinen Mathemalikers. 
aus gesehen, die Theorie des Verhaltens endlicher Automaten nicht inhalt 
am schönsten ihre Anwendung, Bücut [1], auf ein Problem von TARSKI, 
anderer Seite her als unzugänglich erwiesen hat. 


für eine genau umschriebene, also eine formalisierte Sprache entschie 
forderungen zu formulieren sind. Abhängig vom Reichtum der Sprache 


tellung über endliche Automaten ist wohl 
uch Bückt, Ercor und Wrıcnr [4]. Es ha 


Daß, auch von diesem Standpunkt 


sleer ist, zeigt vielleicht 
das sich immerhin von 


am ausführlichsten bei 
ndelt sich hier um Pro- 


bleme der Existenz von Algorithmen zur Konstruktion von endlichen Automaten, die vorgelegten 


Solche Probleme sind natürlich erst dann fixiert, wenn man sich 


den hat, in der die An- 


S existieren dann Kon- 


e existieren nicht. Ein sehr starker Algorithmus dieser Art findet 


sich bei Bücnt [1]. Weiter sind zu diesem Thema folgende Arbeiten zu 


Für gewisse Zwecke ist es wohl nützlich, digitale Rechenanlagen als 
Maschine ist Turıxe ja der geniale Erfinder der heute 


niversellen 


so wichtigen Programmsteuerung geworden. Allerdings darf man nicht s 
es kann ja leicht Turınas Konzeption der 


n Bänder herumreiten; 
flexibler gestaltet werden, (Schließlich ha 


nennen: FRIEDMAN [9], 
Turısesche Maschinen 
tur auf der praktischen 


tte Turısas Arbeit den 
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tischen Zweck der exakten Definition der Berechenbarkeit und Lösung des FILBERT- 
schen Entscheidungsproblems.) Als sehr weitreichende Idealisierung verbleibt aber die ke 
grenztheit des Rechenbandes. Im Unterschied zur allgemeineren [urına-Maschine mit ER > 
lichem, aber unbegrenztem Gedächtnis ist das Gedächtnis des ‚endlichen Automaten beschränkt 
durch die Zahl seiner Zustände. Es gibt nun eine Mannigfaltigkeit von Begriffen, die zwischen 
denjenigen des endlichen Automaten und der Turrse-Maschine fallen. Siche z. B. RABIN und 
Scorr [16]. Eine wichtige Aufgabe bleibt es zu erforschen, ob einer dieser Begriffe sich besser 
eigne, als mathematische Abstraktion der programmgesteuerten Rechenmaschine zu dienen. 

Zum Schluß sei noch ganz deutlich gesagt, daß hier nicht der Eindruck erweckt werden soll, 
als ob die Automatentheorie alle Aspekte der Konstruktion und des Programmierens von digitalen 
Rechenanlagen und Datenverarbeitungssystemen erfasse. Diese Theorie ist aber ein Zweig (und 
zwar ein ganz junger und bescheidener) einer hoch entwickelten mathematischen Disziplin, die 
als Ganzes für den Computerspezialisten sehr wohl sein könnte, was für den Physiker die Theorie 
der Differentialgleichungen und was für den Stalisliker die Maßlheorie ist. Gemeint natürlich 
ist die formale Logik; allerdings nicht mit Akzent auf Grundlagenforschung, sondern als eine Art 
von Mathematik gewisser endlicher Strukturen. Der angehende Computermann sollte (vielleicht 
sogar auf Kosten der Analysis) lernen, was der Logiker über exakte Sprachen weiß und wie man 
mit solchen umgeht. Vor allem sollte er sich ein tiefes Verständnis aneignen des Begriffes der 
Berechenbarkeil, wie er in den 30er Jahren seine Klärung fand mit der Entwicklung der Theorie 
der rekursiven Funktionen, Turıng-Maschinen und Algorithmen. 


mehr theore 
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Theoretische Grundlagen der Numerischen Mathematik*) 


VonL. CoLLarz 


Eine Wiedergabe des Vortrages erscheint demnächst im „Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung“. 


” 


*) Auf Einladung der Tagungsleitung gehaltenen Hauptvortrag. 
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Ein Vorschlag für die Wahl der Kollokationspunkte 
bei der Lösung linearer Integralgleichungen 
. Von Bruno DEJoN 


Die Integralgleichung sei erster oder zweiter Art: 


b 
S Ks ) yi) di = fl) 
oder 5 
b 
yo) + KS)yWd=/M. 
a 
Kürzer schreiben wir für die Integralgleichung 
Zur näherungsweisen Lösung machen wir einen Funktionsansatz 
n 
I) = N: u6). 
i= 
Der Einfachheit halber denken wir nur an Stützpunktverfahren, wo dann in den n Stützpunkten 
naht li 2,,.,,n, gilt 
0 fürs se], 
u(s;) = ä s 
5) sg lün.te), 
so daß unser Funktionsansatz bedeutet 


56) = FU6) 6). 


Schließlich ersetzen wir den Operator H noch durch einen Näherungsoperator H und bestimmen 
die y(s;) dadurch, daß in n Kollokationspunkten 0, aso; <b,j=1,2,...,n, gelten soll 
H y(o;) = /(o;) - | 

Damit dadurch die y(s;) eindeutig bestimmt seien, beschränkt man sich auf Kollokations- 

punkte o;, für die die Matrix 
9 = {H uxa,)} 

invertierbar ist. Um im Rahmen dieser Beschränkung eine Richtlinie für die Wahl der Kollo- 
kationspunkte zu geben, schlage ich vor, die o; so zu wählen, daß 


re | 
! eh: IS] 
möglichst klein wird. / ' 
Dies aus folgendem Grunde: Bezeichnet y* die genaue Lösung von Hy = f, so gilt für 
den Vektor der Fehler in den Stützpunkten s; ’ 


ur — 3691 SB" - IKe@np = 8” Tell, 
wobei go den Defekt bezeichnet, | 


De BO) u) 1 


Ferner ist 
x Ike(a)} | = > le(@o)| » 

lell = Sup {leo)l|lass=3- 
Der Auswahlvorschlag benutzt außer den Kollokationspunkten nur den Näherungs- 


| operator H und die Ansatzfunktionen u;. Die rechte Seite f der Gleichung wird nicht berück- o 
sichtigt. Deshalb wird im allgemeinen nicht in jedem einzelnen Falle einer rechten Seite f der 
Fehler in den y(s;)) minimal werden. Man kann höchstens eine günstige Beeinflussung der Fehler- 
verteilung erwarten, die man erhält, wenn f auf der Menge der rechten Seiten variiert, die einen 


Defekt o mit der Norm 
| | llell = 1 


zur Folge haben. Eine ausführlichere Diskussion mit Bericht über numerische Experimente 
wird später erfolgen. | 
Anschrift: Dr. Bruno DEJoN, Inst. f. Praktische Mathematik, Technische Hochschule, Darmstadt 
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Fehlerabschätzungen für die trigonometrische Interpolation 
Von H. EHuLicH 


Bei numerischen Untersuchungen werden die Fourter-Koeffizienten q,, D, einer mod 2x 
periodischen Funktion f vielfach mittels trigonometrischer Interpolation genähert berechnet, 
und es ist von Interesse, wie gut die Näherungswerle A, und D, sind. Unter der Voraussetzung, 
daß / eine integrierbare Ableituig /® besitzt, läßt sich der Fehler mittels 


2 2 N 
= Be) San) (N ) el, osasz 


abschätzen, wobei N die Anzahl der benutzten äquidistanten Stützstellen z, = 2 u/N 
(„=0,...,N— 1) ist. Für die Norm : 

2) I] = sup (/P@| Osz=<27) 

zeigte QuADe in [5], daß 


7 für k=] 
alN, een 
@) NR) = Pe Sr für k>1 


gilt. Diese Abschätzung soll hier verschärft und eine für die Norm 
OB | ol = Fu) az, ; 


die sich vielfach als geeignet erweist, gewonnen werden. Gleichzeitig wird die Methode der 
trigonometrischen Interpolation verallgemeinert. 

(1) zeigt, daß, wenn ||/®]|| nicht zu stark mit k anwächst, die Näherungswerte für „oft“ 
differenzierbare Funktionen gut werden, während die FOURIER-Koeffizienten einer Funktion f, 
die selbst oder in den ersten Ableitungen an den Enden des Periodenintervalls Sprünge besitzt, 
nur ungenau mittels trigonometrischer Interpolation berechnet werden können. Wie bei Kon- 
vergenzuntersuchungen (vgl. [3] und [6]) wird man versuchen, diese Sprünge zu beseitigen. Zu 
übersichtlichen Formeln und guten Fehlerschätzungen führt das folgende Verfahren. 

Wir setzen voraus, daß die (mod 2x periodische) Funktion f im offenen Intervall (0,2 x) 
eine none Ableitung /® besitzt und die Grenzwerte Kat /®@&) und lim fx) für 


m=(,...,k—1 existieren. Ferner sei \ zo2R— 
Im = lim {fm 22 — a) — ["(e)} , m=alßs.6‚6-] 
z>0+ 


Anwendung der trig. Interpolation auf die FE 


! Abs H; => I@) — Z 0m In(&) D 
/ 
wo A, transformierte BERNOULLI-Polynome AIR 
{ ‘ 


o LEE e 
hr) = ee, für OS ı<2n, h,(& +27) = Iu(X) , 


1 and eivz . 
Inka) = nn emo: 
+0 


ergibt für die Fourıer-Koeffizienten von / die Näherungswerte (f(z,) = /,) 


6) 


[ 2 ERe, 
AN za 
5 Nian hut 4 = Be T hl nn Te m) I2em—ı 
An EL Y, cos“, | el)" n 
n N u + %t-— r de (oen-ı (8-:) Kasıı x 
m=2)} hr 1 n ur: [2% lsns SZ. 
n N 0 \. Peer Gy I —1 a 2 ınam—i ee Jam 
. ısmst—l a ‚ 


; 
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(Bei geeigneter Normierung ist Ad der H 


auptteil der Evuerschen Summenformel, 


Hierbei sind. o„(n/N) die Nä für di io 
S N) die Näher WETTE Miltdie Rovermn Tiapen: = 
ıd.o„(n/N) die Näherungswerte für die FOURIER-Koeffizienten von A,., also 
T cosazz 
OR 
N sinzz 4 
r, i 
X = m+i 0<zs-., 
Er \' z = u 
ee) ms, 
w=—o\/ 72 = D 
Diese Reihen lassen sich geschlossen summieren (vgl. [1)); z.B. ist 
TEL 12 \® dr £ s 
al) = = ) Ey FE "2 \ 2co®rz +1 
= = DNA ° cos „2 BE we nn; — E 
sinzz @) sinz - 3) sin zz BR: 


\Wir irn " » r i1yr In . d 
= ir erwähnen noch, daß für m > 1 die 9% die Kehrwerte der von CoLLArz und Quads in [2] 
eingeführten Abminderungsfaktoren 7. Sind). z 

Mittels des bekannten Überlagerungssatzes für die trig. 


Interpolation erhalte IR 
gerade k undn > 1 I ılten wir für 


RR = 
| —A}| = Een PN -+ ne | VOR) — HK) cos PN+nlaar. 
+0 0 


Da die k-te Ableitung von Z, konstant ist, folgt hieraus 


In 


Isa 
ww) la, — A}| = nr #3 PN + ale | yo) cos vN + n|xde 
+0 v 


(für ungerade k ist cos durch sin zu ersetzen). Eine enlsprechende B 
Unter geeigneten Annahmen über /® erhalten wir aus (6) — fürn = 
Euterschen Summenformel — 


eziehung gilt für die B*. 
0 aus dem Restglied der 


Br 
(7) Max {ja, — AR], |, — Bil} saıN, n) (5) I/®|; O=s<n 2 


Für die a, ergeben sich dabei unendliche Reihen. Auswertung dieser Reihen zeigt dann: 
a) Ist {® beschränkt, so gilt in (7) für die Norm (2) 
2 11987 Tür’ 
1,48 fürk=2, 


(8) DET iger za 
} 1,30 fürk>3. 

b) Ist f® über (0,2 A) quadratisch integrierbar, so gilt für die Norm (4) 
N: | 0,69 fürk=1, 
(9) %(N, n) = ö,= 40,60 fük-2, 


0,37. „Türk >32. 


Zst insbesondere 9, =D fürm=0,...;k—1— treten also keine Sprünge auf — so liefert (8) 
“eine Verschärfung von (3). 

(8) und (9) gelten gleichmäßig in n und N. Bei den Normen (2) und (4) läßt sich jedoch 
(N, n) mittels der o, abschätzen. So gewinnt man von n/N abhängige Schranken, die für 
kleine n/N wesentlich günstiger sind. 

Die Formeln (5) zur Berechnung der A* und By lassen sich bequem für elektronische 
techenanlagen programmieren. Der Speicherbedarf und die Rechenzeit wachsen gegenüber der 
‚»igonometrischen Interpolation leicht an (Faktor ca. 1,2). Die Ergebnisse sind jedoch wesentlich 
besser. Bei Testrechnungen mit der Funktion ersinz und 48 Stützstellen ergab sich z.B. bei 
‚rigonometrischer Interpolation ein Fehler der ersten 12 Näherungswerte von ca. 2,5 - 1071. 
Bei Berücksichtigung der Sprünge in der 1. und 2. Ableitung betrug er aber nur noch 2,4 - 10-4, 
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‚Binäre Matrizen 
Von H. EnuicH und K. ZELLER 


Wir betrachten quadratische Matrizen A, B, C, wobei stets 
(1) a=H+l, b;=0 oder 1, G;5=0 oder +1 


gelte. Mit a, bezeichnen wir das Maximum (und Betragsmaximum) der Determinanten aller 
n-reihigen A; entsprechend definieren wir 8, und y„. Die a,, ß„ und y, sind für verschiedene Ab- 
schätzungen in der Matrizenrechnung von Bedeutung; eine möglichst genaue Kenntnis dieser 
Größen ist wünschenswert (vgl. [10]). Die entsprechenden extremalen Matrizen sowie verwandte 
Matrizen spielen in der Statistik (Wägeprobleme) eine Rolle: [4], [5], [7]; siehe auch [12] (La- 
teinische Quadrate). Wir stellen einige bekannte Resultate über die «„ usw. zusammen und er- 
gänzen sie durch eigene Untersuchungen. 
Differentiation bzw. Elimination und Ränderung zeigen 


(2) = und 2, =. 
Es genügt daher, die a, zu betrachten. Die HapAamaArpsche Ungleichung ergibt 
(3) m Sin, h„= n"?, 
wobei Gleichheit genau für orthogonale A eintritt. 
Solche A existieren höchstens für Ü 
(4) n=12 ud 4m (m=1,2...).: 


In den übrigen Fällen sind nicht einmal drei A-Zeilen paarweise senkrecht. Andrerseits gibt es 
sicherlich orthogonale A, wenn n vom Typ (4) und von der Gestalt 


(5) n=?2'(p' +1) ppm 2; ste 2 


oder ein Produkt solcher Zahlen ist (wobei noch gewisse weitere Produktbildungen zulässig sind). 
Die Konstruktionen benützen das LEGENDRE-Symbol in Galoisfeldern sowie direkte Produkte von 
Matrizen, siehe [1], [6], [14a] sowie [2], [11], [13]. Weitere Methoden und Ergebnisse findet man 
in [3] und [14a] (Schlagworte: Summe von vier Quadraten, Primzahlpotenzzwillinge). Unter den 
Zahlen 4,8,..., 200 erfaßt man so alle bis auf 92, 116, 156, 184, 188. 

Für die oberi ausgeschlossenen Indizes n = 3, 5, 6,7,9,... (nichtorthogonaler Fall) liegen 
wenig Untersuchungen vor: [8], [14b]. Bekannt waren bis jetzt die Werte bis a5. WILLIAMSON 
[14b] arbeitet mit B-Matrizen und wiederholter Ränderung; seine Maximalitätsbeweise sind auf 
niedrige Dimensionszahlen zugeschnitten. 

i Wir besprechen nun eine Methode, die mehr Erfolg verspricht. Für n = 3, 5, 6, 7,9,..: 
wird man die maximalen Determinanten unter Matrizen A suchen, die beinahe orthogonal sind, 
d.h. ein G= AAT mit kleinen Elementen außerhalb der Hauptdiagonale suchen. Einfache 
Überlegungen führen zur Unterscheidung von drei Fällen, wobei man zunächst folgende Be- 
ziehungen für G anstrebt: 


(6) | (Gel (i$k, n=1mod 4) 
n n 
0, k>-—, is 
(7) (ek an (Ü<k, n=2mod 4) 
2, sonst hy 
(8) er] ((#k, n=3mod4). 


Die tatsächlichen optimalen A weichen teilweise von diesem Schema ab. Z.B. is ü 
opt . 2. B. ist (6) nur für 
n = (m? + 1)/2 möglich (siehe [9a)); und (8) liefert verhältnismäßig kleine . In 
rt TEE nah, wir, daß es für gewisse, aber nicht allen = 2mod 4 orthogonale 
-Matrizen gibt, die nur in der Hauptdiagonale Null — i | ü 
au liefert (vol. [Ob]. ptdiag ullen u was eine untere Schranke für 
\ 
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i „ai 


> ‘a Der [= ; es, . 5 

Be In de S ällen n = 3.9 6, 10, 13 erfüllen geeignet normierte extremäle A die genannten Be- 

( GE “ > eu > - k oO , 

nn. n. In den Fällen n = 7, 9, 11 treten gewi5Se Ausnahmen auf; bei geeigneter Normierung 
< < ‘ it =) 

in) 


Me > Iı = 6) für n= 9; 
km hi = Da —= (1,5), (2,6), (3,7) fürn=]7, 
(i,R) = (1,2), 2,3), 3,4), (45), (6,7), (8,9), (10,11) für n = m 


Die Maximalitätsbeweise beruhen auf einem Zusammenspiel von Abschätzungen für det G (z.B 
nach der Jacogischen Eliminationsmethode) und zahlentheoretischen Überlegungen (welche G 
sind in der Form A AT darstellbar). Kandidaten für extremale Matrizen erhält man durch Zu- 
sammensetzung oder Rändern geeigneter Matrizen kleinerer Ordnung sowie durch wiederholtes 
Abändern einzelner Elemente (bei denen die Adjunkte das „falsche“ Vorzeichen hat). Man kann 
dabei aber u. U. aufeinem „lokalen“ Extremum landen. Die nun bekannten P„—ı (N = 2,8 18) 
lauten AL Br 
1.1.3, 3,5,9, 93, 56, 144, 320(%), 1458, 3645 . 


Die entsprechenden & sind zum Teil wesentlich kleiner als h,. Besonders ausgeprägt ist das im 
Falle n = 3 mod 4; z.B. gilt a1, > 0,6 + Ayı- 

Auf dem beschriebenen Wege kann man weitere a, bestimmen. Die einfachste Methode — 
Durchprobieren aller A — ist auch mit elektronischen Anlagen nur in trivialen Fällen möglich. 
Geeignete Vorauswahl und Normierung verringern aber die Zahl der Proben ganz wesentlich, 
so daß wir die Tübinger Rechenanlage bei unseren — noch nicht abgeschlossenen — Unter- 
suchungen heranziehen konnten. 

Herrn Prof. WIELANDT danken wir für die Ratschläge, den Herren BALLMANN, BODENSTERIN, 
Fischer und HEwers für Mitarbeit. 
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Über den Diskretisierungsfehler 
bei der Integralgleichung von Theodorsen 


Von DIETER GAIER 


Es sei C:o(0) e'® eine bezüglich w = 0 sternige JORDAN-KUTVE, und w = j(z) bilde |z| < 1 
konform auf ihr Inneres ab; Normierung durch f(0) = 9 j'(0) > 0. Die Ränderzuordnung kann 
dann bekanntlich durch Lösung der Integralgleichung von THEODORSEN 
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BAUEN a 
(1) 0) =P + Kllos RU) uk ur [ | log e(O(D) etg ER di 


(Cavoxyscher Hauptwert!) bestimmt werden, wobei K den Konjugiertenoperator bezeichnet. 
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Für die numerische Behandlung von (1) ist vor allem die Diskretisierung des Operators € 
‘ ii 2 EnaNg Ir r 
entscheidend. Nach verschiedenen Versuchen, u.a. von [HEODORSEN, GARRICK, NAIMAN unt 


TIMMAN, ist vor allem die folgende Methode verwendet worden, die auf Wrrrich [2] zurückgeht 


. N p Y .- r NN x Fan) P q«e arere 3 
und unabhängig von ihm später von GERMAIN, NAIMAN, WATSON, SALTZER und OrItz angegeben 


wurde. Zur Approximation von f= Kl[f] besiimme man das zu den Stellen g =—n+kq 
(7 er N) und der Funktion / gehörige trigonometrische Interpolations- 
—7 N ’ ’ ’ 


Ti r . . £ m R a h; 
polynom T'y(p; f) vom Grade N, und-nehme statt f dessen Konjugierte T’y(p; f) an den Stellen 
p=p(k=1,2,...,2N). Ausdem Vektor f= {fo} = {/} wird so ein V eklor f nn 
der mit f durch eine lineare Transformation zusammenhängt: f= Wf. Wichtigste Eigenschait 


der Matrix W, des „diskreten Konjugiertenoperators”, ist die Normenverminderung: II El s| el 
” N 
1% 
für jeden Vektor r; ||r]|? = N 2, 1: 
i-1 . . . z . 
Als das zu (1) analoge diskrete Problem ergibt sich nun die nichtlineare Vektorgleichung 
2) t=a+Bloged; a=tm} 


und setzen wir) = {9(p,)}, so entsteht das Problem, die exakte Lösung £ von (2) mit der exakten 
Lösung O(p) von (1) an den Stellen p, zu vergleichen, also den Fehlervektor 3 = r —) abzu- 
schätzen. N 

Salz. Es sei o(0) in <—n, +) absolut slelig und ru se<1 für fast alle 0. 


I 
| * 


Ale 
(i) Dann gilt stets ||3|| S - 
4 B(M, 
(ü) Ist ferner nr € Lipyr 1, so gilt schärfer ||3|| < ; 
(iii) Ist C eine analylische Kurve, also f(z) in |z|< R regulär und schlicht für ein R>1, 
so gill sogar ||}|| < eh 


Dabei sind A(e), B(M, e), C(R, e) explizit angebbare Konstanten. 


Wegen |z] <Y2N ||3]] sind darin auch Aussagen für die Komponenten von 3 enthalten. 
Unsere Abschätzungen (ti) und (üi) verbessern Ergebnisse von SALTZER [1], in denen |z;| = O(N 1") 
bzw. |z;| = O(N?®) bewiesen wurde. 

Ein Haupthilfsmittel beim Beweis ist folgender Hilfssatz, der unter gewissen Annahmen 
die L,-Norm |j/j| einer Funktion f(p) eL,(—r, +) mit der Vektornorm |jf]| des Vektors 
U} (k=1,2,...,2N) zu vergleichen gestattet. 

Hilfssatz. Es sei [(p) 2-periodisch, absolut stelig, und j’ e L,. Dann gilt 


' Bartya .|/ll. 
| a — If ST li IP 
Die Konstante F kann! durch keine kleinere ersetzt werden. 
/ z 
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Ein Verfahren zur Maximierung linearer Funktionen 
in nichtkonvexen Bereichen 
Von Kuaus KIRCHGÄSSNER*) 


1. Zusammenfassung 


Es wird ein gemeinsames mathematisches Modell für verschiedene Probleme aus dem Gebiet 
der Programmierung angegeben. Das Modell ist verwandt mit demjenigen der linearen Pro- 


*) Institut für Angowandte Mathematik der Universität Freiburg i. Br. \ 
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grammierung; es wird zusätzli Tei 
8 g; es wird zusätzlich gefordert, di e Ss Lösungsvektors in tl 
er g t, daß Teile des Lösungsvektors zueinander orthogonal 
Der ässio Bann Fr nt 
Br en ne a En e- allen Punkten, die im Durchschnitt des konvexen Poly- 
s :r-ausgearteten Fläche 2. Grades liegen. Ein Verfahr 1zZi li 

an 2 8 2. s liegen. Ein Verfahren wird skizziert, mit dem die 
relaliven Maxima einer Linearform systematisch ermittelt werden können. 


2. Einige Beispiele 
Zunächst sollen die Anw ögli i 
unächst : Anwendungsmöglichkeiten des Modells ; i ispic 
5 Ss] s an Hand zweier Beispiele er- 
Be g Jand zweier Beispiele eı 
E Fre sei die mn Matrix A und der m-l Vektor b. Gesucht wird ein n-1 Vektor x 
der die Linearform /(x) maximiert und den Bedingungen P 
DER el 1 2 
Co f Roi ir» a 
genügt; dabei bezeichnet K den konvexen Bereich: K= ılAx=b; x 2 0} 
Führt m: i = N; ei äßt si obige 
Seen t man neue Variablen (y); = 1 — (x); ein, so läßt sich das obige Problem in der Form 


(x) = Max; zeK; y=0, 


wobei K = {%, DerKRiız ty u yon, 2=tl, isn} sh 
Ein zweites Beispiel bietet die folgende Aufgabe: 


y * ” a 
Die quadratische Form Q(x) = 3) a,(x); soll in X maximiert werden. 
v-1 
: Dabei ist zugelassen, daß Q(x) indefinit ist. Das Problem soll durch Linearisierung von Q() 
näherungsweise gelöst werden. Vorausgesetzt wird dabei, daß die Komponenten von zin K 
beschränkt sind: (X); S (d);. Jeder Summand 4,(x)} wird etwa in der folgenden Weise durch eine 
Linearform approximiert: 


hr 


P} (A); 2 ? 
2 ao: rd N P3 (2 Fe 1) (2), E LE) ; i= 1, Cors IL 
a.) re 
E = BRUT ; rd. 


Geometrisch bedeutet dies, daß die Kurve (x)? durch einen Sehnenzug angenähert wird, wobei 
den einzelnen Geradenstücken die Variablen (x);, entsprechen. 
I’erner muß gefordert werden: 


(2.2) (8 (9) =0; ie Er. NEAR 


Durch Einführung neuer Variabler (y);; kann die Bedingung (2.2) wie im 1. Beispiel auf 
die Form x’ y = 0 gebracht werden. Auch das vorliegende Problem führt demnach auf die Maxi- 
mierung einer Linearform im Durchschnitt von X und el, 

Eine Anzahl von ökonomischen Fragestellunigen, die sich in den meisten Fällen durch das 
Auftreten von Sprungkosten auszeichnen, führen auf dasselbe mathematische Modell. Eine 
- Darstellung dieser Probleme findet sich in der Dissertation von P. HoscHka [3]. 


3. Das Lösungsverlahren 


Der Durchschnitt von K mit x’ y = 0 ist ein nichtkonvexer Bereich, i.a. ist er nicht zu- 
sammenhängend. Daher können bei der Maximierung einer Linearform in diesem Bereich lokale 
Maxima auftreten. Das Verfahren, das in diesem Abschnitt beschrieben wird, erlaubt es, die 
lokalen Maxima zu bestimmen. 

Die in Abschnitt 2 gegebenen speziellen Darstellungen werden dahingehend verallgemeinert, 
daß nur Teile des Lösungsvektors der Orthogonalitätsbeziehung zu genügen haben. Das Problem 


lautet jetzt: 


Pe 


A 

(u) = Max; ueK; ey=0; very 
Fi 2 

Dabei bezeichnet u einen n-I-Vektor, x und y n,.1-Vektoren und z einen n.1-Vektor, und es 

git: 2 +n,=n. K ist der konvexe Bereich: K = {u]lAu = b; u 20}, (u) die Linearlorm 
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Im Zusammenhang mit seinem Verfahren zur Lösung definiter quadratischer Programme 
hat Pır. Woure [2] ein spezielles Problem dieser Art gelöst. Wir verwenden bei der Ermittlung 
der lokalen Maxima die von Wours vorgeschlagene Methode. Es wird vorausgeselzt: 

0 
1. Es existiert mindestens ein u e K der Form!) u =| 0 |; unter allen diesen Vektoren u sei U, 


- 


derjenige, für den /(ı,) > Ku), Ku,) Z 0, 0) = 0 gilt. Durch diese Voraussetzung wird der 
Zusammenhang des zulässigen Bereiches gesichert. 
Alleim folsenden auftretenden Ecken seien, mit Ausnahme von u, nicht ausgearlet. Dadurch 
wird lediglich die Beschreibung des Verfahrens vereinfacht. 

Wir beginnen das Simplexverfahren mit dem Eckpunkt u, von K. Nach WOLFE wird bei 
jedem Simplexschritt die Zusatzbedingung: 


D 


‚ f ri 
Hy+mti=0 
berücksichtigt; dabei ist (2, 41, 2.) die jeweils erreichte Ecke. Ergibt das Verfahren kein end- 
liches Optimum, so ist man fertig; im anderen Fall endet das Verfahren in einem Punkt u}, der 


Lösung des folgenden linearen Programms ist: 
- FR 
Ku) = Max; ueK; ayflz=l. 


Es wird jetzt eine neue Nebenbedingung eingeführt und der konvexe Bereich K!= {ulueK; 
ea'y+ fx > hAu)} definiert, dabei ist 


(e); = falls A); = 0, (= 0, falls = 0 
"1, falls @),; > 0’ U, falls 9; >0. 


Die Konstante Al wird unten festgelegt. Kt enthält ı,, aber nicht ıd. 

Das Verfahren wird erneut in u, begonnen, das jetzt ein ausgearteter Eckpunkt ist. Er- 
reicht man ein neues lokales Optimum ı2, so wird entsprechend ein neues K? definiert etc. Das 
Verfahren endet nach endlich vielen Schritten; allerdings können in ungünstigen Fällen 
2Min m, n) Schritte erforderlich sein. 

Bei der Festlegung der Konstanten hl muß gesichert werden, daß bei der Einführung der 
neuen Nebenbedingung keine „wesentlichen“ Punkte abgetrennt werden. Sei A} die aus den 
Basisvektoren von u! gebildete nichtsinguläre quadratische Matrix, 


Et en ; 
s=Au,: ()=du, TEEN 


Dabei ist c! der den Basisvariablen von ul entsprechende Teil von c. L bezeichne den Wert 
A : + 
des Maximums von /(u) in X, a = Max {(v); — c;} und 
j 


1), 
ve [ups >}. 
Wählt man i in 
1 y Ku!) 
| hs 
SET, ip a } 


so läßt sich leicht zeigen, daß ein Punkt ü e K, für den gilt: 
0<ty+flz<mii), 
einen Wert der Zielfunktion liefert, der durch die Ungleichung 
I@) < Ku‘) (1 +7) 


abgeschätzt werden kann. Der Wert von y kann bei jedem Schritt frei vorgegeben werden. Will 
man sämtliche relativen Optima bestimmen, so ist y=(0. Auch in diesem Fall führt das Ver- 
fahren nach einer kleinen Modifikation zum Ziel, wenn nur (u?) = I(u) ist. 
\ 
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') Existiert ein derartiges u nicht, so kann man durch Einfüh ünstli i 
De s ’ rung von künstlich io Gültie- 
keit dieser Voraussotzung erzwingen. Zur Methode der künstlichen Verb erden ee 
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Ergebnisse einer Untersuchung 
; über den Wert der Lie-Reihen-Theorie 
für numerische Rechnungen in der Himmelsmechanik 


Von H. Kxarr 


J na n . " € arunron 5 my T rs 

H rl ipper Darstellung soll hervorge hoben w e1 den, daß W. GRÖBNERSs Methode zur Lösung 
von Di erenlialgleichungssystemen mittels Lre-Reihen [1] besonders auch zur Bahnberechnung 
in der Himmelsmechanik geeignet ist. i 

Die Bewegungsgleichungen eines Systems von n Massenpunkten, die sich nach dem NnwToN- 
. ıen een anziehen, haben, wenn m; (= Masse mal Gravitationskonstante) die 
Massenz: s k se tes ee x 
eo er ea ıl des k ten Masse npunktes, ır = (Un Um z,} und u, = {U dj, w;} dessen Ort und 
reschwindigkeit in einem Inertialsystem sind, die Gestalt: 


z b=l, 
(1) IMER zn K—ti al sen) 
‚= 2 mr — 
k | — til? 


Der Punkt über den Buchstabensymbolen bedeutet die Ableitung nach der Zeit £, der Strich am 
Summenzeichen bringt zum Ausdruck, daß der i-te Summand wegzulassen ist. 

Das astronomische n-Körperproblem, die Differentialgleichungen (1) zu gegebenen An- 
fangswerten 


(2) ul) = 9 und ul) = u ei) 


(die so beschaffen sind, daß für alle i=# k | — x{P| # 0 ist) zu integrieren, ist mittels Liz- 
E Reihen rasch formal gelöst: 
‚Ist fo = Kl), yd, 2(d; ul), vi), w(t)) irgendeine im Punkte (2) reguläre Funktion ‘der 
x Komponenten!) der gesuchten Orts- und Geschwindigkeitsvektoren, dann gilt für sie die 
ır-Reihe: 


nllsely 
E 0) (0=2 en [D' f(x, y, z; u, v, w)]”. 
v=0Ü 
Die hochgestellte Null bedeutet, daß nach Ausführung aller durch den Operator 
j Re ee 0 
(4) D= = It 9%; + 2 m; m y]’ au, 
A 
0) | 250.50 0 | Gere h 3 0 0 0 0) 
- ve een Dar et Der en ==, ,-— L A a A en SS RZ 
| F DE neu 31° 30’ dw sind Gradientensymbole, u dt u 5% +v 2: + w ee 


ist als skalares Produkt aufzufassen) und dessen Potenzen vorgeschriebenen Differentiationen 


die variablen Komponenten der Vektoren r; und U; (k=1,.:..,n) durch die Komponenten 
der konstanten Anfangswerte (2) zu ersetzen sind. Nach den allgemeinen Sätzen [1] konver- 
giert die Reihe (3) für t—t|<T,woT> O eine von f, den Differentialgleichungen und den 
Anfangswerten abhängige Schranke ist, und kann längs jeden Weges, der singuläre Stellen 
des Operators D und der Funktion f meidet, durch dieselbe Reihendarstellung, die nur auf die 
jeweiligen Anfangswerle zu spezialisieren ist, analylisch fortgesetzt werden. Die Reihe (8) ist 
jedoch für numerische Zwecke kaum geeignet, weil sie meist zu schwach konvergiert. 

Eine Umordnung behebt diesen Übelstand: Man zerlegt zuerst den Operator (4) so in zwei 


Bestandteile 
(5) D=D,+D,, 


daß D, klein gegenüber D, ist und das zu D, gehörige Differentialgleichungssystem Lösungen 
besitzt, die für alle endlichen Werte von I regulär sind und durch bekannte Funktionen in ge- 


1) Die 10 algebraischen Integrale: Schwerpunktssatz (6 Relationen zwischen den 6n Unbekannten), 
Drehimpulssatz (3 Relationen) und Energiesatz (1 Relation) ermöglichen die Elimination von 10 unbekannten 
Funktionen, der Schwerpunktssatz insbesondere erlaubt die Einführung von Relativkoordinaten, diqin speziel- 

len Problemen noch geeignet gewählt werden können. 
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2 a lin 7 A ya 
schlossener Form ausgedrückt werden können?): 


(6) OR au [Dj j(&, y, z; u, dv, w)]|® 


(der zusätzliche Index a soll andeuten, daß es sich um eine Näherungsfunktion handelt, zum 


Ö »s n-Körperproblems). Setzt man 
Unterschied von der gesuchten genauen Lösung des n-Köl perproblenms). S B 


(5) in (3) ein, 


entwickelt (D, + D,)’ unter Beachtung der Reihenfolge der Faktoren, ordnet nach er Stellung 
von D, und wendet den Vertauschungssatz für Lrr-Reihen an, so entsteht die Formel?) 


7 10 = 1.0 + 2) | (ER [D, Dr Kolade, 


' ie die Nä ö zuändern is it sie Lösung 'sprünglichen 
welche angibt, wie die Näherungslösung /.(l) abzuändern ist, damit sie Lösung des ursprüng 


Problems wird. Dabei bedeutet 
(8) [D, D fd). = 9) , 


daß zuerst D, D* f(x, y, z; u,v, w) zu berechnen und dann anstelle der Komponenten von % 
und ı, (k=1,...,n) die Komponenten der Näherungslösungen f;.(7) und u;.(T) einzusetzen 


sind. — Die Störintegrale lassen sich am einfachsten so berechnen, daß man die wohlbekannten 
Funktionen g,(l) für die o + 1 äquidistanten Zeitpunkte 

i t—t, (4) 
(9) D=L+»h. Wal) 20) a in een De 


tabuliert und g,(7) durch das Newroxsche Interpolationspolynom ersetzt; dann 
reichender Genauigkeit 


E=R)* AA E 
(10) | AT IT) dr = @+Di 2 A, A’galto) » 
[A 


Die Differenzen A’g,(t,) sind erklärt durch 3 


gilt mit hin- 


a) Ada — Al) . W=l...,0; Ag) = galt) - 


Für die Koeffizienten a,, gilt die Darstellung 


- : —ül 1) i 
(12) A, = 3 (— 1) A u “ a a >: D 


wobei SM ie=1, .,») die i-te symmetrische Grundfunktion der Zahlen 0, 1,2,...,9»—1 


bedeutet und s$) = 1 ist. ' 


Praktische Auswertung: Man ersetzt jetzt in allen Lösungsformeln / durch die spe- 
ziellen Funktionen x, bzw. x (k = 1,..., n) — bestimmt also zuerst die zu D, gehörigen Nähe- 
 rungslösungen tx.(l) bzw. /u;.(D) nach (6) — und beschränkt sich auf die wesentlichen Glieder 
der hierfür geltenden Reihendarstellungen (7)*). Mit einer geeignet gewählten Schrittweite (Ai) 
bekommt man dann t; (ly, + Al) bzw. u; (ty + At), die als Anfangswerte für einen neuen Rechen- 


?) Dies läßt sich auf mannigfache Weiso erreichen, und es hängt vom speziellen Problem ab, welche 


Zerlegung gerade günstig ist. Für 


n 


vr = Er Te E 
(5 ) D, =2 u; 1 er ri ar mit d= & FOp=rO7 
bekommt man beispielsweise besonders einfache Näherungsbahnen: 

' 1 4 
(6) Eka(t) = 29 cos [er (t—to)] + % ul) sin [ee (t —to)] 

%) Es sind auch andere Umformungen durchführbar: So dürfto etwa die Vorstufe zu (7) 

} n t—t)"t! 0 
(7) I)=ld)+ 2 ———-yv mtpw= 5 [Di DD fa, y,2;u,v,w)]® 
’ v0 (v Er 1)! 


atu=r 
für die praktischo Auswertung unter Umständen Vorteile brin 
kleiner ist als das der Formel (7) und die Reihen 
Integration von Störfunktionen unterbleibt. — Eine be 
eine Art Integralgleichung findet man in [1] und [3]. 
4) Die so entstandenen Formeln sind natürlich nur brauchbar, 
gewählt wird, daß bei dem angestrebten Genauigkeitsgrad die wei 
werden dürfen (daß i niemals außerhalb des Konvergenzgebietes der Reihen liegen darf, ist selb 


solange das Zeitintervall 


gen (obwohl ihr Konvergenzgebiet wahrscheinlich 
glieder ziemlich kompliziert gebaut sind), weil die numerische 
sonders interessante Weiterentwicklung von (7) in 


E— tut so klein 
teren Glieder der Reihen vernachlässigt 


stverständlich). 


u nu u RT en 
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schritt aufgefaßt werde ;0 die Fortset; » öghi 
“e Bra x has m: so die Fortsetzung der Bahnkurven ermöglichen. Der Vergleich 
7 » / C oe ar ga \ x - Et - . Bun : , < ”“ 
liefert eine Möglich] a A RER £,(l) in der Gestalt (7) mit den Differentialgleichungen (1) 
N Rn 5 B er arö senordnung (ca. 2 bis 3 geltende Ziffern!) der Abbruchfehler der 
autc atisel eln und die Schrittweite (Al) bei der analytischen Fortsetzung der Lösungen 
H Bi isch and) zu lassen; auch die Fortpflanzung der Abbruchfehler läßt sich leicht mit- ' 
verioigen°), so daß die Resultate mit Fehlerschranken : ee R ee 
een nn R 8 are Resultate mit 1 ehlerschranken angegeben werden können. — Die bisher 
g \ ‚hneten Beispiele haben gezeigt, daß bei Berücksichtigung nur eines einzigen Stör- 
% 2% 6 I E u ee . . ”- . ” E E- » & ba n 
a grals®) be reils für einige hundert Rechenschritte /-stellige Genauigkeit gewährleistet ist (beim 
re Be RPDN beispielsweise für ungefähr einen Umlauf), so daß in dem meisten in der 
Astronaultik Interessz ın Fälh in BE TER TER u en ale: n j ve 
an 5 5 : i RR. Falten die Berücksichtigung von zwei Störintegralen ausreichen dürfte, 
iIblichen Genauigkeitsforderungen zu erfüllen. Auch > 3 war noch nie notwendig 
geworden (vgl. Fußnote®), (7’)). $ 
Die Methode gestattet eine kontinuierliche Veränderung der Schrittweite, die per Programm 
schen 7 ap 3 re ns \ | . 2 . . + % x A 
gesteuert werden kann, so daß sie insbesondere den sehr unterschiedlichen Situalionen bei der 
Eennudg einer Raumschiffbahn gerecht werden kann; auch irgendwelche Zusatzglieder in den 
ıller allg > J PER ro r in « ap lere 37° 1 = 
a nr Fhungen (1) welche etwa die Abplattung der Körper, die Luftreibung u. dgl. 
erucksichligen — können ohne besonderen Aufwand mitintegriert werden. 
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5 Te ah ‚ = . . 

) Woraus man nachträglich schen kann, ob es notwendig gewesen wäre, mehr Glieder der Reihe (7) 
zu verwenden oder mit mehr Stellen und kleinerer Schrittweite zu rechnen. Dies ließe sich übrigens in groben 
en eu von vornherein durch Abschätzungen, in welche die Näherungsbahnen maßgeblich eingehen, 
oststellon. 


, ; ; 08 
©) Wonn in D, dio Gradientensymbolo 5, nicht auftreten, entfällt in der Formel (7) für x; das Glied 


mit «= 0 (wählt man eino Zerlegung nach der Art (5°), so fällt bei x; auch noch « = 2, bei ga =1 aus). 


Zwei Beiträge zur Morphologie und Syntax 
deklarativer Systemsprachen 


Von LIioxELLo A. LOMBARDI*) 


Vom Verfasser wird eine auf die Darstellung der Algorithmen in deklarativer (d. h. befehl- 
loser) Form gegründete allgemeine Theorie der Rechnung entwickelt. Zwei ausgewählte Aspekte 
davon werden in diesem Vortrag in vereinfachter Form kurz besprochen. 

1. Der erste Beitrag betrifft die Bezeichnung der Variablen. In gewöhnlichen Sprachen ist 


_ jeder Variablen ein Name als feste Bezeichnung zugeordnet. In unserem Fall hängt die Bezeich- 


nung vom Ausdruck, in welchem sie vorkommt, ab. Die Beschreibung eines beliebigen Algorith- 
mus in unserem System besteht aus einer Reihe von Funktionsdefinitionen, von welchen jede 
die Form 

n en 
(1.1) Iname = W 
hat, wobei name die Bezeichnung der Funktion, n ihre Ordnung (d. h., Anzahl der freien 


“Variablen) und w ein Ausdruck in m Namen 2%, %,... 2, von Variablen bedeuten; /zame wird als 


Funktionsbuchstabe von (1.1) bezeichnet. 
Eine Erwähnung einer Funktion, deren Funktionsbuchstabe fi, ist, im Ausdruck w von 


(1.1), wird 

(1.2) f.(Ww, wg... W,) 

geschrieben, wobei g <. Jedes w; kann hier entweder der Buchstabe n oder ein Ausdruck sein, 
welcher zur i-ten Variablen x; von f{, in der Verkörperung, die durch diese Erwähnung entsteht, 


als Wert gegeben wird. Jeder solchen Variablen x;, bei der 7j>g oder w,=n ist, wird kein 
Wert zugeordnet, d.h. sie wird eine Variable des Wertes des Ausdruckes (1.2). Während der 


Auswertung bekommt sie eine neue, geeignete Bezeichnung. 
Zum Beispiel, wenn 


= +2% 
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3 > ’ert & 5 ie -Auswertun 
ist, bekommt man durch Auswertung von /a(n, 3) den Wert 2%, -+ 6, durch die -Au g 
ron f2 7. /% len Wert 10 + 2z.. 
von f?(10, 7) oder /(10) den We ' 1 % N Br 
iR. Vorteil dieser Notation vom Standpunkt der Darstellung der Algorithmen besteht 
) in kleiner Variablen-Wortschat; sreichend ist. 
darin, daß ein kleiner Variablen-Wortschatz ausre ıd ist N 
Vom Standpunkt der Auswertung mit einer gewöhnlichen „Stapel-Logik ‚(stack Logik) 
besteht der wichtigste Vorteil darin, daß der Wert jeder beliebigen Variablen, die x; bezeic = 
wird, sich immer im Stapel (stack) an der i-ten (logischen) Stelle unter dem Parameteranzeige- 
register (parameter point recorder) befindet. ie ES “2 Ai 
"Als Beispiele werden hier wie in [2] Algorithmen für die angenäherte an echnung des ein 
n R Be Er i 
fachen Integrals von /(x) über das Intervall [a,b] mit der Formel I = (Fra Hi 0) ö, 
i= 


wo ö = (b— a)/100 ist, und doppelter Integrale durch zweifache Integrierung dargelegt. 


Das einfache Integral ) dx, wird als Funktion dreier Variablen in der Form 


(1.3) R = ((&, — 7,)/100) - File — ı)/100, 2 2 2, 0) 
dargestellt, wo 
(1.4) Em=7%)>2, T>R& Io 2% 47, + 2X) 


eine rekursive Hilfsfunktion in der in [1] erklärten Form ist. 
Das Integral 


7,(r,) 


S Tall, 7) da; 
: zur) 
wird s; 
(1.5) B= Ka), %alts, 7a) 
ausgedrückt, während das doppelte Integral 
7, / 2ı2,) 
; ( faule) de.) dx, 
2% lt) 


in der Form 
(1.6) = flo, 2, Mol), Zur), Co 27), 2%) 


als Reduktion zu einfachen Integralen dargestellt wird. 

Wenn wir zum Beispiel die vom Parameter r abhängige Funktion (sin (y, - ya))/(yı + F* 9) 
auf dem ebenen Gebiet 12 sy, s1, 0<ym,<y1i— (y)® integrieren wollen, dürften wir 
die damit erzeugte Funktion einer einzigen Variablen 


fl = RB, 3% 0, Indrwrs (1 — +2), Jatn(Xa, Z) (Ca + (X r %))) 
schreiben. 

In unserer Theorie der Rechnung wird eigentlich die Ordnung der Funktionen nicht bei 
der Definition, sondern nur bei der Erwähnung angegeben, so daß “es nicht unbedingt in allen 
Verkörperungen die gleiche ist. 

2. Der zweite Beitrag betrifft eine syntaktische Lösung eines der Probleme bei der Aus- 
wertung von Ausdrücken durch die Stapellogik. Es ist das Problem der Beschränkung der Länge 
des Stapels. 

Die Definition einer beliebigen Funktion f4me kann immer in der Form 


(2.1) name E Pı >Un Pr >UWy ::: Pr > 


dargestellt werden. Wenn irgendeiner der ıw; von (2.1) mit einem Funktionsbuchstaben beginnt, 
wird die Erwähnung der entsprechenden Funktion als äußerliche Erwähnung bezeichnet. 
Wenn in der rechten Seite von (2.1) /4me entweder nie oder ausschließlich in äußerlichen Er- 
wähnungen vorkommt, wird die Funktion fame als äußerlich definiert bezeichnet. Die 
Elemente eines Systems von Funktionen, die alle von gewissen Urfunktionen und voneinander 
äußerlich definiert sind, heißen äußerlich rekursive Funktionen. 

In diesem Kurzvortrag sowie in [5] und [4], wo die in [3], [6] beschriebenen deklarativen 
nen rekursiv dargestellt werden, werden ausschließlich äußerlich rekursive Funktionen 
gebraucht. 

"Man kann leicht den folgenden Satz der Reduktion zur äußerlichen Form beweisen: 

Satz: „Hinreichende Bedingung dafür, daß einem System $, von Funktionen, in welchem 
es allgemeine (den universellen Turıse-Maschinen entsprechende) Auswertungsfunktionen gibt, 
ein anderes System S, von äußerlich rekursiven Funktionen entspricht, so daß jedes Element 


\ 


a A, Angewandte Mathematik T99 


von So mindestens einem von $, funktionell identisch ist 
äußerlich rekursiven Funktionen enthält, in welche 
gibt.“ 


‚ist, daß S, ein Untersystem S, von 

m es eine allgemeine Auswertungsfunktion 
* 

t wird, entspricht der Erscheinung 

er Eingabeparameter der Erwähnung 


Wenn ein-Algorithmus durch Stapellogik ausgewerte 
jeder Erwähnung die Eingabe in den Stapel des Wertes d 
und der Verbindungsdaten. Die Eingabeparameter der vorhergehenden Erwähnung werden 
normalerweise im Stapel gelassen. Aber, wenn die Erwähnung äußerlich ist, werden diese nicht 
mehr gebraucht werden, so daß man sie einfach eliminieren kann (Entladung). In diesem Fall 
werden die neuen Verbinduntsdaten nicht eingegeben, weil die der vorigen Erwähnung an ihrer 
Stelle gebraucht werden sollen. Diese erweiterte Logik für den Stapel wollen wir alsEn la dungs- 
logik bezeichnen. Ihre Vorteile, die im Falle der Auswertung rekursiver Funktionen besonders 
wichtig sind, bestehen darin, daß man dadurch die Aufbewahrung im Stapel der Eingabeparameter 
und Verbindungsdaten von schon verbrauchten Verkörperungen von Funktionen vermeidet. 

Als Beispiel werden hier zwei Algorithmen angegeben, die beide die Fakultät einer ganzen 
Zahl darstellen, von denen nur der zweite aus äußerlich rekursiven Funktionen besteht: 


(2.2) ku=4=0+1,Ton: (ru —1)) 
Has Irxı3(& 0, 1) 
[ri ‚Ey =%>13,Tofı 3(Cı, u +1, + 1)) } 


Die Auswertung von (2.2) mit einer Stapellogik (mit oder ohne Entladung) bringt in den 

-. Stapel eine Reihe von Zahlen, deren Länge zu x; proporlional ist; zudem werden überflüssige 
Zählungen gemacht. Im Gegensalz dazu, wird im Fall (2.3) der Stapel höchstens vier Zahlen 
enthalten, und keine einzige überflüssige Rechnung ist nötig. 

In unserer Theorie der Rechnung werden nur äußerlich rekursive Funktionen gebraucht. 
Die Möglichkeit des ausschließlichen Gebrauches solcher Funktionen ist vom Satz der Reduktion 
zur Ääußerlichen Form gesichert. Es kann aber vorkommen, daß die Vorteile, die man durch die 
Enlladungslogik vom Gebrauch der äußerlich rekursiven Funktionen bekommt, nur scheinbar 
sind: es kann vorkommen, daß, obwohl die Anzahl der logischen Elemente im Stapei dadurch 
beschränkt wird, die Länge der einzelnen Elemente sich vergrößert; im ungünstigsten Fall kann 
sich sogar ein solches Element wie ein Stapel betragen. Deshalb ist es notwendig, bei der Defi- 
nition der Algorithmen dies zu beachten. 

Der Begriff der Äußerlichkeit kann ohne weiteres zu rekursiven Funktionen erweitert 
werden, die durch Systeme [1] (anstatt einzeln) definiert sind. 


(2.3) 


a 5 FA a 
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Über die Anwendung der Matrizenrechnung zur Fehlerortung 
3 . > . * 
bei Stoßprüfung von Transformatoren und rotierenden Maschinen”) 


Von V. Lovass-NAcy 


Es wird untersucht, wie sich der zeitliche Verlauf der Spannungen im Inneren einer einem 
Spannungsstoß unterworfenen Wicklung durch Auftreten eines Isolationsschadens beeinflussen 
läßt. Die Untersuchungsmethode wird für das möglichst einfache Modell entwickelt, es ist jedoch 
zu bemerken, daß das Verfahren sich ohne weiteres auf kompliziertere Modelle verallgemeinern 


läßt. | 


*) Der hier referierte Vortrag war zur Tagung angemeldet, konnte aber nicht gehalten werden. 
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' schaltung auf, so verändern sich die Ströme und die Spannungen in ü,, 


el, A. Angewandte Mathematik 

Es soll eine homogene Wicklung betrachlet werden, deren Eingang einen Rechteckstoß 
aufgedrückt erhält und deren Ausgang direkt an Erde liegt. Die zu betrachtende Wicklung wird 
in der Längsrichtung in n unter sich gleiche „Elementarspulen” unterteilt. Wird angenommen, 
daß die Widerstände der einzelnen Elementarspulen, gleichwie die Gegeninduktivitäten zweier 
Ilementarspulen und die Reihenkapazitäten zwischen zwei nicht benachbarten Elementarspulen 
zu vernachlässigen sind, so erhalten wir das im Bild veranschaulichte einfachste mathematische 
Modell einer Transformator- bzw. Maschinenwicklung. (Vgl. [1].) 


17 ir Ir+1 In 


Es bedeuten: 
K die Reihenkapazität zwischen zwei benachbarten Elementarspulen, 
aK die Parallelkapazität einer Elementarspule zur Erde, 
L die Selbstinduktivität einer Elementarspule, 
6, die Einheitsmatrix n-ter Ordnung, 


2 —l1 Od 
—1 2 150 


G,.= 0. —1 2...0) die gleichmäßige Kontinuante k-ter Ordnung, 
| 0 0 Dar2 
1 —1 Er 
0 RE 
Dr... |0 0 0| k— 1 Reihen 
Ki) 077 Oral 
k Spalten 
l 
1 j 
a 0 | eine Spaltenmatrix (mit k skalaren Elementen), deren erstes Element 


Eins und alle andere Elemente Null sind. 


. 
. 


0 


Die Bezeichnungen für Ströme und Spannungen der unbeschädigten Wicklung gehen aus 
dem Bild hervor. Tritt ein Durchschlag zwischen den Knotenpunkten r—1 und r der Ersatz- 


.,. U,_s, U,—ı —— U, 


S, Klueren Un und-T er, ie Le, Ba ...,2. Wir bezeichnen die Spaltenmatrizen der 
Ströme und Spannungen der unbeschädigten bzw. beschädigten Wicklung mit 
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Unseren Untersuchungen liegen folgende Voraussetzungen zugrunde: - 
DL „wzu=0 
IL j9#: weEeus für t<0, 
wvwz=zWw=U=konstant fürl>0, 
Für die unbeschädigte Wicklung bestehen die folgenden Beziehungen (vgl. [2]): 
Für £ > 0 ergeben sich die Differentialgleichungen 


Du-ınt =K (&,—ı I 0 1) n h 
d 


— D—ı,n u=L dt 


i+U, 
die sich mit Rücksicht auf die Identitäten 
Mein Dun = u und RE =h-ı 


in die Hypermatrizengleichung 


(1) 
d | YKu as | 0 Graf YKu |, 1 0 
di u i,n yL i YLK y &-ı 0 | D, —1ı,n VL i YLK YK U Ense 1 


überführen lassen. 
Für { = 0 ist die Summe der elektrostatischen Ladungen in jedem Knotenpujikt des Ersatz- 
schemas Null. Damit ergibt sich für die unbeschädigte Wicklung die Anfangsbedingung 


(&.-ı t+a&.—ı)u0) = Umn-ı- 
Ferner sind für {= 0 alle Ströme Null: 
0)=0. 
Tritt ein Durchschlag zwischen den Knotenpunkten r— 1 und r auf, so lautet der mathe- 
matische Ausdruck der Ströme bzw. Spannungen: 
lerne 


3 : - d- » 
j -D-„.-1l=1L71- U-ı 


(x bezeichnet eine Spaltenmatrix von n — 2 Elementen, deren r-tes Element Eins und alle andere 
Elemente Null sind), oder in Hypermatrizenschreibweise: 


ASS RE | YKu | 
3 di Dn-an-ı Li YLK —&u—2 0 Dass 


WERE EN ER UNPELTENITE FW 


4 Kb A a 
» 


ER 
YLK YK u 
Für f = 0 ergeben sich die Gleichungen: 
(2 +a&,-.+arr)i0) = Um. 


uj=0. 
Mit Hilfe der kanonischen Darstellung von 6, ı kann die Lösung der Gleichung (1) in der 


Form einer endlichen Fovrizr-Reihe erhalten werden (vgl. [2])- N 
Ferner kann mit Hilfe einer Formel von E. BopewiIe (siehe [3], S- 39) die inverse Matrix 


zu('_2t+a&-2 tar rt‘) in der Form 


& G-2+aG- ter (na +a&na)" _ 1 gu 
ae er 


bzw. 


le u a En A a el a u 2 
e. \ 
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geschrieben werden. Auf diese Weise ergibt sich für den Fall der beschädigten Wicklung eine 
Matrizengleichung der Form | » 

An ; = ef 0—Xx 
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Mit Anwendung der kanonischen Darstellung von Gu—2 kann die"Matrizendifferentialgleichung 
dy/dt = WAY + g analog zu (1) in geschlossener Form gelöst werden. (Für große W erte von n 
kann die Lösung der Gleichung dy/dt = Ay + g durch die Lösung von (1) angenähert werden.) 
In einem früher erschienenen Aufsatz [4] des Vortragenden ist ein Iterationsverfahren entwickelt 
worden, welches von der Lösung der Gleichung Y/dt = Ay +9 ausgehend eine näherungsweise 
Lösung von (3) liefert. ‚as Ru 

Anhand der Lösungen der Gleichungen (1) und (2) läßt sich der Einfluß der örtlichen Lage 
des Durchschlages feststellen. Auf Grund der abgeleiteten Zusammenhänge kann aus einem 
Vergleich der gemessenen zeitlichen Verläufe der Spannungen bzw. Ströme der unbeschädigten 
Wicklung mit den der beschädigten Wicklung auf die örtliche Lage der Fehlerstelle in der Wick- 
lung auf rechnerische Weise geschlossen werden. 
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Noch einmal: Übertragungsmatrizen”) 


Von K. MARGUERRE und R. UHrRIG 


Das Verfahren der Übertragungsmatrizen ist mathematisch gesehen ein Eliminationsver- 
fahren. Formuliert man die linearen Schwingungsgleichungen einer Stab- (oder auch Balken-) 
Kette als Differenzen-Aussagen derart, daß die Gleichungen z. B. der Reihe nach die Verschie- 
bungen 

U, Ur, U, U, Ug, U, U, u, etc. 


enthalten (beim Balken sind die u, Zweiermatrizen, beim Rahmen Matrizen höherer Ordnung), 
so kann man grundsätzlich auf zwei Weisen eliminieren: „von links“ („L‘), indem man nach 
dem Gaussschen Algorithmus 


u, durch ı,, u, durch u, etc. 


ausdrückt, so daß zum Schluß u, übrigbleibt, oder „von rechts“ („AR“), indem man nach dem 
Übertragungsverfahren 


u, durch ı,, u, über u durch u, etc. 


ausdrückt, so daß schließlich u, übrigbleibt, das sich dann aus der Randbedingung rechts be- 
stimmt. Das R-Verfahren ist bequemer und läßt sich auch einfacher programmieren, aber bei 
komplizierten Systemen können die numerischen Schwierigkeiten — Differenzen großer Zahlen — 
die Rückkehr zum klassischen L-Verfahren erzwingen (Fauxs Vorschlag, die Konstanten „ab- 
zulösen“), obwohl auch diesem Verfahren spezifische Schwierigkeiten anhaften (Nullnenner, 
Notwendigkeit sehr fein zu unterteilen). Daß das R-Verfahren bei großer „Weite“ anfällig 
sein muß, ist leicht zu verstehen. Mechanisch: Nach Art ungeschickt gewählter statisch Un- 
bestimmter müssen Randwerte links so kombiniert werden, daß — über viele Knoten hinweg — 
die Randbedingungen am rechten Rand erfüllt werden. Mathematisch: der höchste Eigenwert 
der Übertragungsmatrizen muß — je größer die Felderzahl wird — immer störender hervor- 
treten (FALK) oder, was dasselbe ist: von den Elementarlösungen e%« muß sich das größte reelle A 
gegen alle Mitspieler in ungebührlicher Weise vordrängen, wenn A oder & groß werden. N 

Das Verfahren von PEsTEL und MAHRENHOLTZ [1] hält durch geschickte Wahl des Anfangs- 
vektors den Koeffizienten des höchsten Eigenvektors der Gesamt-Übertragungsmatrix klein; 
es lassen sich aber leicht Fälle konstruieren, in denen es versagen muß — vielleicht müßte man 
an eine echte „Reinigung‘‘ denken, wie man sie bei der iterativen Bestimmung höherer Eigen- 
werte anwendet. 

Einige Schwierigkeiten, z. B. die durch starre Zwischenstützen oder ähnliche Entartungen 
entstehenden, lassen sich durch Reduktion des Gesamtsystems umgehen: indem man beim 


*) Auf Einladung der Tagungsleitung vom erstge t Ei 
ausführliche Fassung erscheint demnächst in dar Zeitschrift. re N 


r 
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Br z. B. nicht alle 4 Größen (w, y, M, Q) als Unbekannte beibehält, sondern nur ein Paar [2]. 
’ ’ « WE ’ 1 > n » n I » 1 > ı rd 1 > x »1 1 uf 1 n n ‘ 1 

Jie Verfahren der kinetischen Nachgiebigkeiten und Steifigkeiten, die in [3], [4] mit dem L-Ver- 

fahren kombiniert werden, beruhen darauf. 
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Asymptotische Aussagen bei rationalen Approximationen 
Von GÜnTERr MEINARDUS 


Bei der Approximation einer in einem Intervall [a, b] stetigen Funktion /(@x) durch ralionale 


Funktionen im Tscuspyscuerrschen Sinne kommt man gegenüber der Polynomapproximalion 


häufig mit einer geringeren Anzahl von Parametern aus, um eine vorgegebene Genauigkeit zu 
erreichen. Die Berechnung der besten rationalen Funktion R,,„(%) zu festem Zählergrad n und 
festem Nennergrad m, d. h. derjenigen Funktion, für welche der Ausdruck 


|/ — Ra,m|| = Max |f{&) — Ru,m(®)]| 
e zela,b) 


minimal wird, ist jedoch sehr kompliziert. Kürzlich gab H. WERNER [2] ein iteratives Verfahren 
zur Konstruktion von R„,m(x) an, welches bei jeder steligen Funktion zum Ziele führt. 


Im folgenden soll das Intervall [— 1, + 1] zugrunde gelegt werden. Ferner sei 
En,m(f) = Min I/— | . 
In, 


m 

Die Auswertung von rationalen Funktionen mit gleicher Summe n + m von Zähler- und 
Nennergrad erfordert ungefähr die gleiche Anzahl von Rechenoperationen. Es ist daher sinnvoll, 
die Frage nach dem kleinsten Wert von E„,n(/) zu stellen, falls n +m = N fest gewählt IeRr 
Die Beantwortung dieser Frage würde den Aufwand bei der Konstruktion der günstigsten Funk- 
tion erheblich reduzieren. Eine allgemeine Antwort ist jedoch nicht zu erwarten, denn schon 
bei Polynomapproximationen sind asymptotische Aussagen, und nur um solche ‚wird es sich 
hier handeln, nur in speziellen Fällen erhältlich. Es sollen nun die Ergebnisse einiger Unter- 
suchungen zu diesem Gegenstand mitgeteilt werden. R 

Es soll angenommen werden, daß die Funktion f(x) im Intervall [—1, + 1] eine positive 
untere Schranke besitzt. Dies ist hinreichend dafür, daß E„,m(f) gegen Null strebt, falls nur 
n + m gegen oo geht. Für jede rationale Funktion H,„,n(x) vom Typus n, m, diein [—1, +1] 
stetig und von Null verschieden ist, besteht nun die folgende Ungleichung 


| 
P ra 5 Ir, Ei 


H,„ m 
h a en ee] | 
| Hn,m 
Ist 
x 1 1 
@ Anm = Min |P 24-7) 


a 


so gilt An,m >0 für n +'m >00, und für diejenige Funktion ‚H„,m(%), welche das Minimum (2) 


liefert, ist sogar BE h 
en. = An,m (+ o(l)) fürn +m—o@. 


i £ ewi ü ie Größenordnung von En,nm(/) 
Diese Formel lehrt, daß es zur Gewinnung der Aussagen über die 
bei hinreichend großem n + m ausreicht, das obere Dreieck (n 2 rg) des Schemas 
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zu betrachten. Ilier stehen dann aber analytische Hilfsmittel zur V erfügung. S. N. BERNSTEIN 
(vgl. N. I. Acnızser [1], S. 249) gab eine Verallgemeinerung der klassischen TSCHEBYSCHEFFschen 
Polynome an, und zwar gibt er eine explizite Formel für das Polynom 7; Q,„) vom Grade n 
mit höchstem Koeffizienten 1, für welches der Ausdruck 
in l 
Tu; On) 
OR 
minimal wird; hier ist Q,(2) ein vorgegebenes Polynom vom Grade m, welches im Intervall 
[—1, + 1] reell und positiv ist. Die BEerxsteissche Formel läßt sich nur für n > m herleiten. 
Mit Hilfe dieser Formel kann man die folgende Aussage gewinnen: 
Ist /(x) eine ganze Funktion und 
30) (2 
RD (x) = In 2) 
i Um (x) 
die rationale Funktion vom Typus n, m und kleinster Abweichung von /(x), so gilt bei der Nor- 
mierung Q(%X0) = 1 die asymptolische Aussage 
0) = 1 + 0(l) 
für n — 00 bei festem m, gleichmäßig inzfür—1l <Sxz< +1. Aus dieser Aussage folgen scharfe 


_ asymplotische Aussagen über die Größe En,m(f) bei festem m. 

Ähnliche Überlegungen sind auch bei meromorphen Funktionen durchführbar. 

Ist /(&) eine meromorphe Funktion mit endlich vielen Polen, jedoch mit unendlich vielen 
Nullstellen, so kann man zeigen, daß für hinreichend großesn +m = N der kleinste Wert von 


En,s—(f) im Bereich n > Zliegt. Ist /(&) meromorph mit unendlich vielen Polen aber nur 
endlich vielen Nullstellen, so liegt der kleinste Wert von E„,x—n(f) für hinreichend großes N 


R b I 
im Bereich n s Dh 
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Über eine Dyade, die einer komplexen Zahl zugeordnet ist 


Von ALmar Naxss*) 


l : b: | 
/ $ 1 Die zugeordnete Dyade 
Eine komplexe Zahl sei gegeben: 
{ tens 
(1) z=P+jQ=1P+j0, wo i=y—1. 
Wir führen die zwei Elementardyaden ein: 
(2) I=ii+j] 
und 
(8) | J=ij-jie|'! 
Üj 
wo i und j die Einheitsvektoren der x- und y-Achse sind. Wir werden dann sagen, daß die Dyade 
IP+JQ 


der Zahl z zugeordnet ist. 


Satz: Die zugeordnete Dyade einer komplexen Zahl wird gebildet, ind 
die skalare Einheit durch 7, die imaginäre durchJ ersetzt. s ie 


Wir haben: \ 
AJ=J:.1=J; JJ=N#=_—_]; „i=_,J, j 


*) Toknisk/Akademi, Oslo. 
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Die komplexe Zahl Z hat einen zugeordneten Vektor 
(4) t=et@)=iP-+]7Q, 
Weiter: 
6) D=ıH+jy 
sei eine komplexe Zahl mit dem zugeordneten Vektor u(®). Bekanntlich haben wir: 
(6) 2d-(Pr—Qy+i@z+Py; i=y-Il. 
Der dem Produkt zugeordnete Vektor seit, = t(z ®). 
Ersetzen wir in (6) z mit dem zu z zugeordneten Vektor, muß D durch ihre zugeordnete 
Dyade ersetzt werden, um rechts den Vektor t, zu erhalten. 
Für die der Zahl ® zugeordnete Dyade schreiben wir: 
(7) 2=- AD) =Ir+Jy. 
Dann wird: 
(8) tr Q=y, 
wo die Multiplikation (wie auch im folgenden) die skalare ist. 


Durch (8) ist die zugeordnete Dyade definiert. 
Wir können schreiben: 


Aa Ne 


„> 


aa Tu Me BD al ne Ban er 


(9) te): AD) = red). 

Steht die Dyade als Präfektor, muß man die konjugierte benutzen. 
a E 

(10) 2A) DD) =ı@D). 


8 2. Analogien der Eulerschen Formeln 


Die Funktionen e’* und e!z sind Dyaden. Da J eine Konstante ist, können wir /(@) = e’* 
in eine Reihe nach MACcLAURIN entwickeln. 

Wir zeigen leicht ' 
(1) lim (9) =1, d.h.: e®=1. 


z—0 


Die Entwicklung wird dann zeigen, daß 


(2) eJ®—= Icost+Jsinz. 
Hieraus: 
(3) e-7* — Icose—Jsint. 


Weiter können wir zeigen durch Reihenentwicklung: 


(4) de= Ile. 
Deshalb auch: / 
= i elze=-Ic", dz=Ie. 
Eo De ER 
Aus diesen Formeln leiten wir die folgenden ab: 
I x + eJ° 
(6) Icost = er \ 
E Ä IK e 7° 
(7) | MIN 


Führen wir hier einJ/J = I, erhalten wir für die letzte Formel: 
k i B eI wen eJ% 
ee (8) ; I snr= TUR DIE . 


$ 3 Die Dyaden cos.) x, sinJ x, cos Ix und sin Ix 
Wir können in $2 (6) x mit der Konstanten J multiplizieren. Wir sehen ein, 


_ eine Dyade sein muß. 
Die linke Seite wird dann: 


daß cosJ x 


I:cosJx = cosJt., 
2 i g* 


io RK Ide% ® 


21, Is N, N, 


wer Fra 
Ah “u 


ar wer 
x ab Hi Idea rk „nn 


ef v Je 


Ya 6 ur 'yu8 Ilıber 
er 3 (m ET DW ink 


ı Ay BIER. Tasaahtr I 
lrth Ida oh “ 


ri 


i ‚ar fir) 9 u 2 
uanrtlol In duo ah Fer ) | 


its oe) j eu nl; Oral ah Jwi 


ah ru 
4 (em a - 


j Br 
bay ERE At: vr Akaarhg at rk ih 
j q‘ 


Dir n. doyk a. 
A" {bar a tal ee er. 


= “lt Vacha 2 


rer atom Br mie 
EHER Te Ze A Juri ae ron dh e ; 


„a in wie, 


a an nn ENTE Kae 
Te ne Min Se 1 7 


Er To ER bu R 


A | Fe 


Beamer! Imuen 
ir au r Inie hei { 
. “c Leon Iebi I, f Hier 
Mehr ‚oe We; Ar uch Torte Ling 
RB Wut »an.die An Zierel 


= 


munguns klinzen ermiltett uns 


Rp fi Je p2 7177 mu ee vol. aba air a ( 
mr Kin r 


er. um: p SAG ee u: Peer “ ! 1 Ak) 


a 
.r a E > 


T 36 A. Angewandte Mathematik SR 
Deshalb: ee 
ws 
(2) csJı=,(e In. el) EI 
Dh: \ 
(3) cosJxz = Icoshır. 
Deshalb: 
(4) lim (cosJax) = 1. 
z—0 
In derselben Weise: 
(5) sin/xz=.Jsinh x 
(6) lim (sinJa) =. 
zo 


Diese Formeln lassen sich auch durch Reihen entwickeln. 
Wir zeigen auch: 


(7) cos Ix = Icostz 
und 
(8) sinIz=Isinz, 


welche Formeln wir auch leicht durch direkte Reihenentwicklung erhalten. 


$ 4 Cosinus und Sinus der zugeordneten Dyade 


Eine komplexe Zahl si®=x2-+jy, j=y—1. Bekanntlich definiert man cosd durch 


die Gleichung: 


ed? + emj® 
1) csd = FR, WE; 
d hat die zugeordnete Dyade 
(2) 2) = R=Ix+Jy. 
Wir definieren cos 2 durch: 
N J-.n 
(3) RK 5 2 


Die rechte Seite von (3) ist aus (1) gebildet durch Anwendung des Satzes $ 1. 


Wir werden (3) näher entwickeln. Wir haben 


(4) J-Q=Jxı—Iy. 

Deshalb: 

(5) / 2cos @=Icosx:- I2cosıy—Jsinx-12sinh y 
Hieraus: 

(6) cos Q = cosIx-cosJy— sin Ix:sindy. 
Damit ist aber bewiesen, daß wir 

(7) cos @=cos(Ix+Jy) 


nach der Formel für die Summe zweier Winkel entwickeln können. 
Es gilt weiter 


a jd ir 
(8) sind — _ R ; = y— 1: 
Wir definieren: | 
(9) sin = En En 


Wir entwickeln die rechte Seite, analog cos 2 in (5) und erhalten 
(10) sinQ=sin(Ix-+Jy), 


welche Formel sich wie Sinus der Summe zweier Winkel umformen läßt. 
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Wir können zeigen: 
co? 2 +sn Q=I, 
2sin Q.-cos Q=sin2Q, 
(13) 2sinJ x» cos) x =Jsinh2r=sinJ2r, 


(14) 2sinIz-cosoIc=Isin?z=sinI2x. 


f 
Anschrift: Prof. Dr. ALmar Naess, Karl Johans gt. 23, Oslo, Norwegen 
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Bestimmung und Anwendung rationaler Näherungsfunktionen 
durch elektronische Digitalrechner 


Von GERHARD PATZELT 


Bei vielen Aufgaben der numerischen Mathematik oder der Technik treten Zusammenhänge 
auf, die teils durch Gleichungen gegeben und teils durch Messungen bekannt sind. Bei der Be- 
handlung solcher Aufgaben durch Digitalrechner ist es meist unzweckmäßig, durch physikalische 
Überlegungen entstandene Gleichungen zu programmieren. Die Speicherung von sehr vielen 
Meßwerten wird dagegen vielfach an der Kapazität der zur Verfügung stehenden Rechenanlage 
scheitern. Man wird daher bestrebt sein, derartige Zusammenhänge durch einfach und schnell 
zu berechnende Funktionen: mit der jeweils erforderlichen Genauigkeit anzunähern. Unter 
solchen Näherungsfunktionen nehmen die rationalen insofern eine Sonderstellung ein, als die 
Berechnung aller benötigten Funktionen durch ein- und dasselbe Unterprogramm möglich ist, 
welches im wesentlichen nur aus einer einmaligen oder wiederholten Anwendung des Horner- 
schemas besteht. 

Über die Tscnepyscherrsche Approximation wurden schon vielfach Lheoretische Unter- 
suchungen angestellt. (Vgl. z.B. [1] und die dort angegebene Literatur.) Jedoch ist diese Art 
der Annäherung meist dann ungeeignet, wenn Meßwerte vorliegen, diemit Fehlern behaftet 
sind. Hier soll die Näherungsfunktion zusätzlich noch ausgleichend wirken, wozu sich solche 
Näherungsfunktionen eignen, die nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate bestimmt 
werden. Der hierbei erforderliche Rechenaufwand zur Bestimmung der unbekannten Koeffi- 
zienten ist recht erheblich, besonders wenn es sich um Funktionen von zwei unabhängigen Ver- 
änderlichen, oder um gebrochen rationale Funktionen handelt. 

Daher wurden zu diesem Zweck zwei Rechenprogramme aufgestellt, mit denen eine Anzahl 
von Näherungsfunktionen ermittelt und untersucht wurden. Bei beiden Rechenprogrammen 
wird vorausgesetzt, daß die Werte einer Funktion z = z(x, y) von den beiden unabhängigen 
Veränderlichen x und y an insgesamt p Stützstellen x;, y, bekannt und im Rechner gespeichert 
sind: 

=: il), keelharl.,D, (p S 200). 


 , Gesucht wird eine Näherungsfunktion N(z, y), die so beschaffen sein soll, daß die Summe der 
_  Fehlerquadrate an sämtlichen Stützpunkten.ein Minimum ist: 


a Ehe Ya, 2) [te — Nee, y9])? = Min! 


- Der größeren Allgemeinheit wegen wurde noch die Gewichtsfunktion g(x, y, z) eingeführt, die 
- im einfachsten Fall g = 1 und im Fall der relativen Fehler g = 1/z gesetzt wird. Die Näherungs- 
funktion soll die Gestalt | 

, | 


, P(&, y) 
N(z, y) = — h(z, y) + fa, ı 
(2) N) = a NO) +3) 
P=RB ; ö-D 
y amA y=-C f 
- mit P(z,y)= 53 a,s2* yP und O(&, y) = PN b,,s © y? haben. 
; a=0 y- 
B=0 3=0 


3 ‚h(x, y) und (x, y) sind beliebig vorzugebende Funktionen, mit denen der Näherungsfunktion 
gegebenenfalls bestimmte Eigenschaften zugeordnet werden können. Insbesondere kann 
ha, y) = 1 und /w,y)=0 sein. 3 - 
u _ Die gesuchte gebrochene rationale Funktion enthält 
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wesentliche Koeffizienten a,,; und b,, 3, die nach der Forderung (1) bestimmt werden sollen. Der 
Einfachheit halber wurde in den Rechenprogrammen Dy, = 1 gesetzt. Dies bedeutet keine Ein- 
schränkung, da der Sonderfall by, = 0 durch geeignete Wahl der Funktionen h(z, y) oder f(x, y) 


umgangen werden kann. , ER 
Ganze rationale Funktionen (C =D = 0) und Funktionen von einer unabhängigen Ver- 


änderlichen (B = D = 0) können von den Rechenprogrammen ebenfalls ermittelt werden. Bei 


allen Rechnungen muß vorausgesetzt werden, daß die Nennerfunktion OK, y) im Bereich der 
Näherung nicht verschwindet. Dieser Fall läßt sich jedoch nicht immer vermeiden. „Näherungs- 
funktionen“, die diese Eigenschaft aufweisen, sind unbrauchbar. Sicherheitshalber sind die ge- 
fundenen Näherungsfunktionen daraufhin zu untersuchen. Meistens macht sich ein Verschwinden 
der Nennerfunktion jedoch schon dadurch bemerkbar, daß die partiellen Ableitungen der ge- 
brochenen rationalen Funktion an den einzelnen Stützpunkten große Schwankungen aufweisen. 
Aus diesem Grunde ist bei beiden Rechenprogrammen vorgesehen, daß nach Ermittlung der 
Koeffizienten a,,; und b,,; die Werte der vorgegebenen Veränderlichen, die absoluten und 
gewogenen Fehler und die gebrochene rationale Funktion nebst ihren partiellen Ableitungen 
in Form einer Tabelle gedruckt werden. 

Die eigentliche Ermittlung der Koeffizienten der gebrochenen rationalen Funktion geschieht 
bei den beiden Rechenprogrammen durch verschiedene Iterationsverfahren. Beim ersten Rechen- 
programm werden die n partiellen Ableitungen der linken Seite von (1) nach denn Unbekannten 
a, und b,,, gleich Null gesetzt. Das Verschwinden dieser Ableitungen ist notwendig zur Er- 
füllung der Forderung (1). Abgesehen vom Fall der ganzen rationalen Funktionen (C=D=(0) 
erhält man so ein System von n nichtlinearen Gleichungen, welches nach dem verallge- 
meinerten Newronschen Verfahren gelöst wird. Der Rechenaufwand ist erheblich, da hier sämt- 
liche aus je p Summanden bestehenden n? zweiten partiellen Ableitungen von (1) benötigt werden, 
deren Berechnung i.a. mehr Zeit in Anspruch nimmt als die Lösung des dann auftretenden 
linearen Gleichungssystems vom Gerade n. Die zur Iteration erforderlichen Ausgangswerte 
werden durch Interpolation durch die n Stützstellen x;, y; bestimmt. Diese Interpolation führt 
auf ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der a,,s und b, 5: 


a2a & v2C s . 

(3) Zus ya+ 2b, yi (ki — a) = 0 tn VER bin=1. 
am y- 
ß=0 d=-0 


Beim zweiten Rechenprogramm wird die Gleichung (1) zunächst umgeformt in 
p {e r r . 
0) E11) OP — he Pfr = Min 
kei Ok 


Hierbei bedeuten die Q% und Pf? die Werte der Polynome an den Stützstellen x;, Yı, 
die die n unbekannten Koeffizienten a’, und b”’, linear enthalten. Die N: dagegen 


werden als Konstanten aufgefaßt, die sich aus den vorgegebenen x;, y; und den Lösungen 
| . f . . . . 
bv; ) des vorhergehenden Iterationsschritts errechnen. Die Iteration beginnt mit den Aus- 


gangswerten 0% = 1. Hierdurch wird übrigens nicht über die Werte des Nennerpolynoms O(z, y) 
verfügt, vielmehr kann man dies als Vorgabe einer Gewichtsfunktion g(x, y, z) auffassen, da nur 
der Quotient g/Q in die Rechnung eingeht. Die Forderung (4) kann auch als überbestimmtes 
System von p linearen Gleichungen für n Unbekannte aufgefaßt werden. Die Lösung geschieht 
wieder durch Nullsetzen aller n partiellen Ableitungen nach den Q,, und d,,,, die hier jedoch 
im Gegensatz zum Rechenprogramm I auf ein lineares Gleichungssystem führen. 

Als Ergebnis der bisher gerechneten Beispiele kann gesagt werden: 


1. Die Güte der Näherung wird keineswegs immer verbessert, wenn die Anzahl n der Koeffi- 
zienten vergrößert wird. Die Ursache hierfür dürfte in den unvermeidbaren Rundungsfehlern 
der umfangreichen Rechnungen zu suchen sein. 


2. Die Kombination der Größen, A, B, C, D ist dagegen von größtem Einfluß auf die Genauigkeit 
der Näherung. Der Sonderfall der ganzen rationalen Funktion (C=D=0) führt oft auf 
schlechtere Näherungen als eine gebrochene rationale Funktion mit einer kleineren Anzahl 
von Koeffizienten. Es muß ausprobiert werden, welche Kombination am geeignetsten ist. 


3. Die Gefahr, daß der Nenner Q(t, y) im Näherungsbereich verschwindet, ist beim Rechen- 
programm II geringer als beim Rechenprogramm I. Außerdem ist diese Gefahr geringer, 


wenn C =) oder D= 0 ist. (Insbesondere also auch bei Funktionen von einer unabhängigen 
Veränderlichen.) ; 


4. Abgesehen von den Fällen, in denen der Nenner verschwindet und die gefundenen Näherungs- 


funktionen ohnehin unbrauchbar sind, wirken die gebrochenen rationalen Näherungsfunktionen 


\ 
v 


ao rn 
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4 wie die Ausgleichsparabeln meistens „glättend‘“ auf evtl. Schwankungen der Werte an den 

% Stützstellen. 

: 5. Die bei der Bestimmung der a, und b,,, auftretenden linearen Gleichungssysteme sind oft 

2 instabil, so daß sich bei jedem Iterationsschritt völlig verschiedene Lösungen ergeben, denen 

# bessere, schlechtere oder gleich gute Näherungsfunktionen zugeordnet sind. 
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By M. W. SAsıEnı**) 


Ri 

In this paper it will be our purpose to discover the role of operations research in business 
government and defence; to examine the way in which the scientist can assist management, 
and in turn to sce part played by mathematics in the analysis of the man-machine complexes 
which make up our modern industrial communities. 

At the outset we must recognize that operations research deals with purposive systems. 
That is to say systems, all constituents of which, have an aim or objective in common. If we 
start with the concept of an individual we see at once that his behaviour is governed by certain 
basic instincets. Perhaps the formost of these is his need for survival, which manifests itself 
in the satisfaction of hunger, the search for warm dry living quarters and the protective instinet 
‚ which cares for his wife and children. Once these needs are fullfilled there are secondary goals 
such as the attainment of leisure in which to enjoy culture, fine art, music, sport and so on. The 
history of civilization shows how successful we have been in reducing the time and effort needed 
to satisfy our basic wants; today most of us enjoy material comforts with lower working hours 
than even our grandparents could have dreamed possible. Whether or not we use our leisure in 
the best possible manner (what is best in this context?) is a subject for another essay, but if 
we are to examine the way in which human beings guide organizations we must recognize these 
basic needs and desires; further if we could conceive an individual without any desires it is 
clear that all methods of behaviour are equally acceptable to him. + 

Of course an individual, relying entirely on his own efforts to satisfy his needs, would 
not achieve a great deal. Even in the animal kingdom it is known that a system whereby females 
specialize in rearing the young, and males specialize in providing the wherewithal to do so, is 
more effective. Not long after primitive man distinguished himself from the apes he began to 
‚live in communities, and individuals began to specialize their skills so that no one man or family 
could exist independently. At this point two types of objectives began to govern behaviour. On 
the one hand there were the individual needs already discussed and on the other there emerged 
communal goals, dictated in part by the need to ensure the survival of the community. Not 
surprisingly there were (and there remain) conflicts. We may take, as our definition of a com- 
munity or system, a collection of persons who have at least some common objectives.- Today 
the individuals in such systems are divided into two broad categories — those who contribute 
by their physical or mental skills and those who plan and guide the actions of the first group. 
The latter are known variously as decision makers, executives, management, legislators or in 
the military as officers and general staff. It is the task of the decision makers, to ensure to the 
greatest extent possible that the system satisfies its communal goals and also the goals of the 
individuals involved. Not unnaturally they do this while at the same time endeavoring to satisfy 
their own goals. a A 

Before we can see the role of operations research in decision making we must also examine 
the situations in which.decisions are required. It is our contention that decisions are only neces- 
sary when some-one is faced with a choice between alternative courses of action. This may be 
_  tautologous but we stress the necessity for choice, because the first step in decision making is 
a conscious listing of the available alternatives (including the alternative “look for a new me- 
-thod”-surely the primary task of the industrial research scientist). In seleeting from the available 
alternatives we have to bear in mind the goals or objectives of the individuals involved, so that 
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we choose the alternative which goes the furthest distance towards these goals. It is the task 
of the operations research worker to advise the decision maker on how the choice is to be made. 
It is also his task to frame his advice in such a way that it waill be understood, accepted and 
finally implimented. How is this to be done? Let us assume that the OR man is able to identify 
all the individuals involved in the situations to be studied and that he can discover their individual 
and communal objectives. This is easier to write than to do. In practice this part ofan OR study 
requires skill, tact and perseverance. If you ask any business man what he is trying to do he 
will invariably answer that he wishes to make a large profit. If you then point out that one of 
his activites is unprofitable and you demonstrate that it will remain so indefinitely he will often 
produce many reasons, completely unconnected with profit, which he uses to justify his behaviour. 
Of»-course we are not saying that business is not motivated by profit — on Ihe contrary it isa 
major objective. However profit is only part of a much more complicated motivation. We 
ignore other goals at our peril. 

Basically all we need to select the best choice is the ability to prediet Ihe outcome of each 
possible decision and some scale of values which permits us to identify the most prefered outsome. 
ITere we come to the first real problem — real in the sense that while there may be practical 
difficulties of indentification we do, in a general fashion, know how to proceed. We usually find 
that objectives can be measured along scales, eg. profit can be measured in marks, share of 
market in percentages and so on. Unfortunately these scales are not reconcilable. Profit and 
market share are best represented by a vector or a point in two dimensional space. How.are 
such points to be ordered? Suppose we use x = (X,, 7,5) as co-ordinates, say 2, is the profit in 
thousands of marks and x, the market share in percentages. How do we choose between 2= (7,23) 
and x’ = (11,23). Perhaps this is easy if x, > x), 7, > a, (wesay x is perferred to x’). Suppose 
x, >ıaı and u <rz. Now how do we choose? 

Worse still many preferences are not easily reduced to scales, even if we permit multi- 
dimensional systems. We can easily perform an experiment to show that human preference is 
not completely transitive. Our reason tells us that if A is preferred to Band B to C then A should 
be preferred to GC. Surely any scale of preference must have this property. However, people 
do not behave in this way. Try it with ice cream flavors on your small son. 

Yet another difficulty arises. Many outcomes are not determined in a mechanistic sense. 
We often find ourselves in the following type of siluation: 


Deeision Outcome 
A Certain profit of DM 1000 
B Profit of DM 5000 with probability 4 


Loss of DM 3000 with probability + 


“ 

How does the malhematician who “understands” these statements choose between A 
and B? How does a manager, who probably does not grasp their significance, choose? Perhaps 
the mathematieian in framing the choice in his own language has already made it meaningless 
to the manager. ! 

I suggest that a major task for the mathematician in operations research is to provided 
a workable theory of utility or value. Such a theory requires at least the following properties: 


(1) It must permit us to compare vector scales — we even need comparisons between vectors 
of different dimensions. 

(2) It must solve the problem of transitivity. 

(3) It must handle probabalistic situations in a way which management can comprehend. 

(4) It must be capable of experimental verification in Ihe laboratory. 

. (5) It must provide a yardstick which is simple and cheap enough for everyday use. 


Only property (5) requires some amplification. It is no good producing a theory which, 
for example, requires management to face a battery a tests along the lines of intelligence testing 
over several days. Neither the present generation nor I suggest future generations of management 
are going to be party to such ordeals, and we must recognize this if we are to assist them. The 
task is not simple; it is not for the mathematician alone. At a minimum I envisage a solution 
ee from the joint efforts of a mathematician, a philosopher and an experimental psycho- 

‚ Of course, while the general problem of measuring utility remains, in practi 
to find a working scale in particular cases. Let us now Een hot we can use it In what Toifeea 
am going to use the language of the mathematician rather than that of the manager. It must 
not be thought that even the most erudite of todays managers thinks in such language. This 


u an uw 


EEE ERBE WERTEN 


ee ee un 


a re ee 


Da ae ee Zn Ei 22 


ie 5 A. Angewandte Mathematik TA 
ER EEEEE E SEee es Di 


Is quite in order. It is not necessary to underst 
gasoline in order to drive an automobile. Howe 
need services of a chemist. 

The mänager faced with a decision has in front of him two groups of variables. The first 
group, which we term control variables, are those whose values he can change by his decision 
Ihe second group are the other pertinent variables and comprise those quantities over which 
no control can be exerted. They can be subdivided into two further classes. Some variables 
are controlled by other decision makers whose inte 


rests may, in part, conflict with our own: we 
may reasonably expect that such variables will be changed in response to our own decisions. 


The second sub-group comprizes variables whose values are determined in a passive manner. 
Some people like to say they are determined by nature. For our purpose they are distinguished 
by the fact that the determining agency is not motivated by goals which confliet with our own. 
While such variables may change over time, they are not expected to change in response to our 
own actions. Mathematically the situation is represented by the equation: 


u=|(X,Y,Z) 


and the organic chemistry of the combustion of 
ver, if we wish to produce better gasoline we do 


where E 
N= (7,24...,2,) are the control variables 
Y-llı-..,Ym) are the variables controlled by our compctitors 
Z=(zu:...,2) are the remaining variables 


and it is the measure of utility or value to be received from the situation. 

. .. The distinetion between the classes of variables is not rigid. Variables, which are uncon- 
trolled in the short run, (eg. investment in plant and equipment) may be controllable in the long 
run. In the face of unsophisticated competition, or great secrecy, variables may be put into 
the Z group, when in other circumstances they would be Y’s. Sometimes the Y’s are averages 
over a large amorphous group of competitors. In this case, at least in the short run, they may 
be better treated as Z’s. Of course we may not be free to choose any values for the X’s. Usually 
thıere are restrictions of the form 

EEE, 


where G = (9,93... ,9,) is a vector function of Ihe vectors Anyı £ 
If there are no Y variables, if our decision completely determines X and if we can measure Z 
before our decision we are faced with the following mathematical problem:: 

Let S be the set of all vectors X which satisfy G(N,Z) = 0. Determine X, € S such that 
IR zZ) SIX,Z) for allXeSs. 

In certain eircumstances S is a finite set or we can show that No€ES,cS where S,isa 
finite set which we can define. For the classical mathematician there is then no problem in 
finding N,. IIe knows a procedure which is sure to discover X, given sufficienttime, namely, 
list all values of X e S,, compute the corresponding values of u and find the largest. Unfor- 
tunately while S, may be finite it is frequently so large that even the fastest of modern com- 
putors could not find X, within a human life time. Suppose we have m tasks each to be pro- 
cessed on n machines. The total time to complete all tasks is a function of the order in which 


the tasks are processed on each machine. We want to discover the schedule which results in 


the shortest time. S, now comprizes (n!)” elements. Even in trivial cases (say m= n = 5) this 
number is astronomical, Actually our problem is a vastly oversimplified version of the task 
faced by a production scheduler. He must also consider potential additions to the list of tasks, 
which will arise before all tasks are finished. Furthermore elapsed time is not the only criterion 
of value. What about promise dates? What about costs of adjusting machines from one task 
to they next? Such costs frequently depend on the order of processing. 

er Thus even where S, is finite we require efficient methods of finding X,. Such methods 
exist where f and G are linear. If / and G are arbitrary functions, we have, as yet, no general 
method of finding a finite set amongst which X, lies. We do have computational methods when 
[is a concave function and S is a convex set. The key to the concave programming problem is 
provided by the Kunn-Tucker Theorem. Let G = (9, 9» - - - » 9m) be a vector function of the 
vector X = (2,2%,...,2%,) such that © 20; G(x) >0 defines a convex set S. The theorem 
states that if x, is such that /(z,) Z f(x) for all x e S where /(x) is concave, then provided we 
can find x! e S such that G(x!) > 0 then there exists y, such that 


/@) + (Yo G(«)) < /(x,) + (Yo G(,)) S (to) + (y, G(&)) 
forrall2>0, y=0 


. and conversely if we can find (x); y,) satisfying these inequalities then /(x,) Z f(x) for all X e S. 


We call (x,; y,) asaddle-point of the function /(x) + (y, G(x)). The utility of the theorem lies 
in the fact that the variables involved in the saddle point are only constrained to positive value 
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and this makes the search for a saddle point easier than the original problem with more complex 
constraints. However, in return for simplified constraints we increase the number of variables 
from n to m-+n. Even so there is room for much mathematical research in improving our 
methods of computation. Where S, is determined by combinational methods (as in the scheduling 
problem) solutions seem elusive. Some problems turn out to be trivial, whereas others still 
defy all attempts at finding practicable algorithms. PIE, 

Relatively few managerial problems have this simple deterministie structure, although 
as all mathematical models are approximate representatives of the real world, such models 
may sometimes serve our purpose. It will be realized that the value of x, isa function of Z so 
that we can only use our results to the extent that Z is known In advance of our decision. Now 
the evaluation of Z comes under the heading of data collection and has been subject of extensive 
mathematical research. Such research has ranged from statistical methods and experimental 
design of Fısuer, NEYMAnN, PEARSON and others to the logical analysis of computer design of 
TURING and von NkVUmAan. However, the OR man has a different interest in data collection. 
No matter how carefully Z is measured, the evaluation is subject to error. Suppose we assume 
that Z = z! when the true value ofZ = z. Thus our decision will be X = X,(z!) when it should 
have been X = X,(z). The difference between X,(z!) and X,(z) is not in itself of importance. 
What does concern us is the loss in utility as a result of this difference, i. e. 


Aü = f(tu(2}), z) — X (2). 2) 


A study of the effect of the error in X, is called sensitivity analysis. Since Z (and 
hence X,) is inevitably in error, a sensitivily analysis is always required before recommendations 
can be made with confidence. We can also view the problem in a different light. It costs money 
to collect data with which to estimate the value of Z. How should this money be spent? Given 
a set of observations how should they be used to estimate Z? The classical statistical criteria 
for estimates do not provide a complete answer. We are no longer concerned with lack of 
bias, smallness of variance or asymptotic behaviour. Instead we must consider the fact that 
once we have found our estimate of Z as z! our decision will be X = X,(2}); the cost of error 
will be At above, and in some sense z! must be found so as to minimize Au in the light of 
the observations on Z. So far little work as been done on finding estimates in these circum- 
stances. What little we know suggests that if z!=z-+ Az and z!! = z— Az then frequently 


KXo@&V), 2) — X), 2) FIN), 2) — KXo(2), 2) 


so that unbiassed estimates are nor longer the answer. Yet another aspect of this problem is 
the high cost, both in time and money of data collection. Management faced with lack of both 
time and money substitutes qualitative experience for quantitative data. To the best of my 
knowledge no research on rationalization of this process has been carried out. In recent years 
there has been some progress in non-parametric or distribution free statistical hypotheses testing. 
Can the mathematician discover analogous methods for decision making? In other words ex- 
perience shows that quantitative data is both scarce and costly. A major advance in operations 
research will occur when we learn how to make good decisions with the available data, rather 
than insisting that data be collected — sometimes at a cost which more than offsets the theore- 
lical savings which analysis says should oceure given data free of cost. For the time being 
we can only insist that the cost of data collection should be included in our model. One course 


of action is not to perform the study at all but to leave management to make their own decision. 


There are eircumstances in which this is optimal. 
„We now turn to situations of such a nature that Z cannot be measured in advance of öur 
decision about X. A common example is where Z includes future sales demand. The usual 


approach is to choose X so as to minimize the expected value of f(x, 2). Thus if Z has a distri- 
bution function ©(z) we make the decision x, where 


S Io, 2) dDE) > f fx, z) dOKe) 
forall XeS. 


‚. Such problems have all the computational difficulties of the deterministic models, together 
with the all those inherent in determining the function ®(z) and estimating the effects of errors 
in a function. 

Even so it is no longer obvious that if f(x, z) measures utility then so does the expected 
value of /. At least one other approach has been suggested. We argue that we wish to ensure 


that in the worst circumstances our utility is as great as possible. This leads to choosing No 
so as to maximize with respect to X eS 


Min /(&, 2), 


2 


Se ur U a 


u ee Me er ee ee 
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where the minımum 15 over the values of Z permitted by the distribution. The trouble with 
this approach is that while ensuring that the minimum utility is as large as possible it often 
ensures that this value is also the maximum utility. Perhaps the still awaited theor ’ of utilit 
already discussed will solve Lhis problem. a 

The last conceptual problem which face 
managerial problems is that of competition. 
but a better description is as follows. 


s the mathematician who altempts to analyze 
Ihe general model already described will serve 


. There are k decision makers each of whom has his own utility function, and decision 
variables. Let us partition the relevant variables into k -+ 1 sub-sets $,, Sy... Si and sup Dose 
the control variables for decision maker i comprize the elements of SE En ” ö ; R) he 
elements of S;;| are determined by passive agencies who do not have a utility function. "After 


a et has chosen his X; e S; he receives a a In Be a nA Xr+1) 
tt el,2,...,Kk 


Da 
as 


The decision makers are said to be in competition when part or all of the utility obtained 
by i is paid out or lost by j({=#j). When & fi = 0 the competition may ‚be described as per- 
i=1 


I 
£ 

7 

. 

4 

5 feet and in the language of von NEUMAN we have a zerosum game. At the other extreme if 
: hf ur = fr the decision makers have all their objectives in common and may work 
7 together in their mutual interest. Between these extremes a variety of situations arise. One 
interesting feature is that certain courses of action enjoy a stability, in the sense that if any 
one party departs from them on this own he will be worse off than if he adheres to them. A simple 
and tragic example may make this clear. Consider the utilities inherent in the present re-arma- 
ment situation. The course of action for East and West are: re-arm and dis-arm, and the situation 
may be summarized in the following table, which shows the costs (negative utilities): 


East 
Re-arm Dis-arm 
Re-arm E Not low E _high 
West W Not low W Not high 
E Not high E low 
Dis-arm W high W low 


Clearly the least cost or maximum utility occurs for both sides if both dis-arm. Unfor- 
tunately this solution is unstable in the sense that either side can increase utility by departing 
from a disarmament policy. Consequently both sides reach a certain stability by re-arming, 
and neither side is as well off as they might be. In similar industrial situations the law often 
intervenes to force both sides to adopt the unstable solution in their mutual interest (example 
farm support prices accompanied by control of acreage under cultivation). As yet no such solu- 

tion has been found in international situations. Is it too much to ask the help of mathematics 
in tackling such problems? At the present time we have a great deal to learn about the type 
of legislation needed to control competition even within national boundaries. It must be remem- 
bered that a third party — the community at large — always enters competitive situations with 
its own interest and utilities. 


I have tried to touch upon some of the conceptual problems in the analysis of decision 
| making. I realize that some of you who are interested in mathematics per se may be disap- 
= pointed. Many mathematicians view their task as the discovery of tffe truth or falsity of state- 

ments made about systems whose axioms have been postulated. Some regard the validity of 
the axioms as no part of mathematics. Such an attitude must be modified in the light of Göpen’s 
Theorem that we can always make statements which can be neither proved nor disproved. In 
any case I believe this view makes mathematics little more than an intellectual exercise — 
enjoyable in itself — but hardly of practical importance. To me it is much more important to 
compute a numerical solution to a particular problem than to discover the most general con- 
ditions under which a solution exists and is unique. New problems lead to new branches of 
malhematics. In operations research we have a most fertile field for new developments and for 
_ those mathematicians who are prepared to place the problem first and the mathematics second 
there is no greater challenge than in operations research and the social sciences. The problems 
are not for mathematicians working alone at a desk — rather they will be solved by the joint 
efforts of many scientists working together. This is now accepted practice in many branches 
of research and for the mathematician looking for rewarding and useful applications for his 
training I would recommend the interesting and complex problems of the social world around us. 
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Operatoren mit wachsender Inversen 
Von JOHANN SCHRÖDER 


Ein Operator M mit halbgeordnetem Definitionsbereich D und halbgeordnetem Werte- 
bereich heiße invers-isoton, falls für u,» eD folgendes gilt: 


(*) aus MusMov folgt u<sv. 


Eine Gleichung M u = p mit invers-isotonem Operator M wird nach L. CoLLATz [1] „von mono- 
toner Art‘ genannt. Eine solche Aufgabe monotoner Art besitze eine Lösung u* eD, und es 
sei eine Näherung v € D mit der Eigenschaft p S M v ermittelt. Diese Näherung ist infolge (*) 
eine obere Schranke von u* :-u* S v. (In entsprechender Weise erhält man eine untere Schranke.) 
Um u* Sv aus Mu* S Mv folgern zu können, genügt es, daß (*) für beliebige ueD und 
das bekannte feste Element v richtig ist. Man kann hinreichende Bedingungen dafür angeben, 
daß (*) bei festem v gilt. Eine ausführliche Theorie der Operatoren A] mit dieser Eigenschaft 
wird an anderer Stelle veröffentlicht [2]. Diese Theorie ist im Hinblick auf die oben beschriebene 
Anwendung und ähnliche Anwendungen entwickelt. Mit Hilfe der abstrakten Ergebnisse lassen 
sich Aussagen für verschiedenartige Typen von Operatoren herleiten (z. B. Differentialoperatoren). 
Die theoretischen Ergebnisse führen zu guten numerischen Abschätzungen. 
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Differenzenverfahren zur numerischen Lösung 
von Systemen quasilinearer hyperbolischer Differentialgleichungen 


e 


' 1. Ordnung in Rechteckgittern 
Von W. TörnıG*) 


Betrachtet wird das quasilineare hyperbolische Anfangswertproblem 1. Ordnung in der 
Normalform 


Pu=s2a+edW)—b=0, IeRT Zn 


(1) 
u‘(z, 0) = g'(x), Stahl; 


aRIn, 2%, un)‘. Es si N = {(w,0) |a<sx< b}, G eine Umgebung von X, Ru+2 = 
{© y, u) |) EG, | w— gi |< K'. Gilt dann: aö, cd, 4 € Ch (Rr#2), [Det (aö)| 2 y> 0, 
gie CH(X), dann existiert in einer hinreichend kleinen Umgebung G* von X, G*cG, ein ein- 
deutiger Lösungsvektor u(z, y) € C(G*) des Systems (1), [1]. (Mit CZ(B) bezeichnen wir die 
Klasse der in Bn-mal stetig differenzierbaren Funktionen, deren n-te Ableitungen außerdem 
bezüglich aller Veränderlichen eine Lirscntrz-Bedingung erfüllen.) 


\. *) Institut für Angewandte Mathematik der Bergakademie Clausthal, Clausthal-Zellerfeld. 
\ 
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i Zur numerischen Lösung von (1) werden die sog. Charakteristikenverfahren viel verwendet, 
i von denen hier jedoch nicht berichtet werden soll. Vielmehr wird durch Wahl der Maschen- 
ö weiten Ay, Ax, Ayldx = e=konst, O<4Ays (Ay), in G* ein rechteckiges Punktgitter Gy 
. festgelegt. In G,, wird das Anfangswertproblem (l) dann auf bekannte Art durch das Diffe- 
renzenanfangswertproblem 
(2) | RU, =0, [el mun, 
f, i i e « - 
Uo=g(kda), En askArs), 
(U,ı = (UL » on UL) ersetzt. Differenzenverfahren in Rechteckgittern haben gegenüber 
den Charakteristikenverf 


ahren rechnerisch erhebliche Vorteile. 
sind hinsichllich der Konvergenz bei kleiner werdender 
untersucht worden, u.a. in [2]. D 
noch keine Untersuchung darübe 
dem Problem (1) zugeordnete 
als 1. Ordnung. Zu eine 
Ableitungen in (1) w 
erselzt werden: 


Einfache Verfahren dieser Art 
Schrittweite bereits verschiedentlich 
agegen scheint im Fall von n>2 Charaklteristikenscharen 
r vorzuliegen, unter welchen Voraussetzungen allgemeinere, 
Differenzenverfahren konvergieren, insbesondere v 
m solchen allgemeineren Verfahren kann man z.B. gelangen, wenn die 
ie folgt durch Differenzenquotienten der Gilterfunklionen U' = (U}) 


on höherer 


an Ce UEREFT ER WERDET, ,J 


p—r 0 
i * i % et rt H + 
Ayla: Um t+ DON aus Urt = 00,1 Uhr + D, Ubıs 
3 uw=—rve—g 
( ) { p—r 0 : J 
Ay ı . ı #. a r 
r Axluz)y,ı D Po, U}, I+1 a a Z& Pu, r Unru Hr = Po,1. Ur ırı tz D; U} ı s 
\ n=—rı=—g 


Die a,,, und A,,, brauchen nicht sämtlich von Null verschieden zu sein. Benutzen wir 


die Abkürzung g(k Ax, I Ay, U,) = ®,1 so ergibt sich mit (1) und (3) das System von Dif- 
ferenzengleichungen 


n 2 i ” ” > PR} » 
(4) 4yRU,= 2 Ar {@oı + & Chßon) Uhr + (Dy +E Ch: D) UL) — B,ıdy=V0. 


Auf den ersten (q + 1) Zeilen des Gitters seien nun bereits Us, berechnet (z. B. mit einem 
einfacheren Verfahren bei kleinerer Schrittweite), ferner sei 


|Det (Aif)] > v> 0, [ao,ı +E Ch Bo, = yı > 0. 


Dann ist (4) eindeutig nach den U» [= 0 +1,..., auflösbar und man hat ein Diffe- 
renzenverfahren zur Berechnung der U‘ in weiteren (nicht notwendig allen) Punkten des 
Gitters Gy. 

Die numerische Lösung von (4) liefert im allgemeinen nicht die exakten, Un sondern 
infolge unvermeidbarer Rundungen die mit numerischen Fehlern behafteten Näherungen UÄ .. 
Setzt man diese UF; in (4) ein, so ergibt sich ein System der Form 

' 


5) j Ri U, = Cr, 


mit = (ün:.., ch) Die Anfangswerle auf den ersten (7 +1) Zeilen des Gilters seien 
ebenfalls mit numerischen Fehlern behaftet. 
Im folgenden schreiben wir (Aı,...,Fru/=Fu, (RI Uyn..., R" U, =-RU,, 
und führen für.Vektoren z = (zl,..., z*) die Norm lz|| = Max |] ein. 


Selzen wir voraus, daß die uw genügend oft differenzierbar sind, so sei für 0 < A y<s(4y) 
und mit von Ay unabhängigen Konstanten K, Ky, K, K:. \ 


a Max ||Rw.—(F u),|| < K, Ay, 
’ (kA, 1Ay)eGyy 
2. Max 1. SM, Ay? al, 
(k Ar, 1Ay)e Gy, 
3. Max ||U,ı—u,.]| SK,Ay°. 
(KAr,AAy)eG4y 


I=0,1,...,q 


Er 


4. Für eine beliebige stetige in G* (also auch in G,,) definierte Funktion w gelte (mit 


ok da, 1Ay, U,) = CL) u | 
(D, +2C, D,) w;,l => ‚Ma ao, +eCl, Bo.) Wen, I4r 
n : 


m——f,.4P—r 


K4v, 


‚0 


= * (=123..,n l=gq9+ 1, ...5 K>Oreell und beschränkt). 
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Dann gilt: Für genügend kleines (4y), > 0 gibt es einen abgeschlossenen Bereich B € G*, 
der die Ausgangsstrecke enthält, so daß für alle Ay, 0 < Ay s (4y),, und mit von Ay unabhän- 
giger Konstante M die Ungleichung 

Max U, — u,\| sM4y 
(k Az, Idy)eB 
besteht. Das aus (4) resultierende Differenzenverfahren ist daher entsprechend der Definition 
von Daurguist [3] „stabil-konvergent_von der Ordnung 0“. Auf den umfangreichen Beweis 
dieser Tatsache kann hier nicht eingegangen werden. 

Die Gleichungen (4) stellen natürlich noch keineswegs das allgemeinste, dem Problem (1) 
zugeordnete sinnvolle System von Differenzengleichungen dar. So wird man z. B. im allgemeinen 
berücksichligen, ob CL: nichtnegativ oder negativ ist (vgl. [2])). Das System (1) kann ferner. 
an einer nicht notwendig im Gitter liegenden Stelle ((k — k,) Ax, (l— I,) Ay) approximiert 
werden. Grundsätzlich ergeben sich jedoch für alle Verallgemeinerungen des Verfahrens stels 
der Bedingung (6) ganz entsprechende Ungleichungen als hinreichende Kriterien für die stabile 
Konvergenz von der Ordnung o. 

Aus (6) erhält man als erste Anwendung das bei linearen Gleichungen wohlbekannte „Index- 
kriterium“: . 


r—r 0 —, 2 er 
(7) PS} ur +EChıßarl S ao + € Chi Bo,l- 


na—r ı=—q 


Diese Bedingung ist bei allen bisher bekänntgewordenen konvergenten Verfahren in Recht- 
gittern erfüllt, sie impliziert jedoch stabile Konvergenz nur von der Ordnung 1. 

Es ist bisher im quasilinearen Fall noch nicht gelungen, eine praktisch brauchbare Regel 
abzuleiten, so daß (6) erfüllt ist mit a > 1. Die bekannten Hilfsmittel für lineare Gleichungen 


versagen hier sämtlich auf Grund der Tatsache, daß die Cj,; noch von U,,, abhängen. 
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Über den Fehler beim Mehrstellenverfahren 
für die Poissonsche Differentialgleichung 


| Von WERNER UHLMANN*) 
N 
Vorgelegt sei die 1, Randwertaufgabe bei der Poıssoxschen Differenlialgleichung. Gesucht 
ist also eine Funktion uf, y), die in einem offenen, beschränkten, einfach zusammenhängenden 
Gebiet B der Ebene zweimal stetig partiell differenzierbar ist und der Differentialgleichung 
du(z, y) = r(x, y) genügt und auf dem Rande B* von B vorgegebene Werte annimmt. r(x, y) sei 
stetig, und B und die Randwerte seien so beschaffen, daß diese Aufgabe eindeutig lösbar ist. 
Um diese Aufgabe näherungsweise mit einem Mehrstellenverfahren zu lösen (siehe etwa. 
Coutarz [1]), führen wir Gitterpunkte (@, + ch, ya + Ph) ein, wobei x, und y, beliebig, die 
Maschenweite A > 0 und & und ß ganzzahlig sind. Die in B gelegenen inneren Gitterpunkte 
werden in irgendeiner Weise numeriert und mit (&, yı) bezeichnet (= 1,2,..., N). B sei so 
beschaffen, daß die 8 Nachbargitterpunkte jedes (x;, 3) wieder innere Gitterpunkte sind oder 
auf dem Rand B* liegen. Definiert man die Operatoren D und As durch 


Die, = — 20 Kay) +4 le + hy) +4Ma—h,y) + Aa, y+l) +4 fa, y—h) 
+/@+h,y+h)+/@—h,y+hl)+/@—hy—ıh)+f@e-+h,y—h), 


dal, y) @ in ((18 +40) All, y) + (6— 2a) (Afle + h, y) + Afa@—h, y) 


+ Al, y + h) + A, y—h)) + a(Afc + hy + h) + Ale — hy + h) 
+4f@ —h,y—h) + Alc+h,y—h))), 
>) Institut für Angewandte Mathomatik dor Technischen Hochschule Braunschweig. 
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so lautet das lineare Gleichungssystem für die Näherungslösung U; im Gitterpunkt (2;, y;) für 
| die Mehrstellenverfahren DU, = 4A,u(&,, y;). Setzt man die vorgegebenen Randwerte ein und 
bringt diese auf die rechte Seite, so erhält man: 


, N 
e(1) 2A,U,=F,: für Tran aNd 
e k-1 


- Für jedes reelle « ist ein TAyror-Abgleich bis h5 


| einschließlich gewährleistet, doch ist es üblich, 
&=00dera = 1 zu wählen. f 


E Der Fehler = U, — u(t;, y;) genügt dann dem linearen Gleichungssystem 
(2) 2 Aymer..i für Dekan N, 

k=1 

e . 

2 wobei 74: = (4. — D) u(z,, y,) ist. 


N 
Nun ist die Matrix (A;,) von monotoner Art: Aus 2A, Z0füri=1,2,...,N folgt 


k=1 EG 
u, SsOfürk=1,2,...,N. Daher existiert (Bi) = (Au), und überdies läßt sich zeigen, daß 
„ 


alle Bi SO und alle B, s 4 sind. 


A Setzt man weiter voraus, daß die exakte Lösung partielle Ableitungen bis zur 6. Ordnung 
einschließlich besitzt und daß eine Schranke M, existiert: 


=sz| SM, für itk=6,j=0,23,4,6, 


so ist (siehe z. B. CoLxarz [1]) 


[F.,:| eh 


< 45 @+110«—5)M.. 


N = 
Nach (2) ist 5 = & B;,Ta,x, und damit ergibt sich folgende Fehlerabschätzung: 
k-1 


6 
&) lei| = (3 +|10%—5|) M, 


N 

2 Bi 
k=1 
und insbesondere für « = 0 und auch a = 1 


2 wM FB Ah 
Jei| Ss 1 Mei 


: N . ” * “ . 
ur Berechnung der Größen 2 B;, kann man ausnutzen, daß diese eindeutig bestimmt sind 


kei ; Ei ? He 
als Lösung eines linearen Gleichungssystems mit der Koeffizienten-Matrix (A;,,) und sämtlichen 
rechten Seiten = 1. J 


N 
Entsprechend dem Vorgehen von GERSCHGORIN [2] Kann man | 2 B;,| nach oben ab- 
k=1 


schätzen und auf diese Weise durch Vergröberung der obigen Fehlerabschätzung (3) die bekannte 
Abschätzung von GERSCHGORIN erhalten (siehe [5]. | 

In der Praxis macht es im allgemeinen Schwierigkeiten, die Schrayy)ke M, numerisch zu 
bestimmen. Diese Schwierigkeit läßt sich umgehen, indem man statt Fehlerschranken anzu- 
geben, statistische Aussagen über den Fehler macht. Dazu denke man sich bei festgehaltenem 
Gebiet B zu vielen exakten Lösungen u und damit zu vielen verschiedenen rechten Seiten r(z, y) 
und verschiedenen Randwerten jeweils die Näherungslösung U ausgerechnet. Um die Menge der 
exakten Lösungen im Hinblick auf die zu machenden statistischen Aussagen brauchbar zu er- 
assen, sei folgendes vorausgesetzt (siehe auch [4]): Es sei (2, S, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, 
d.h. Q eine abstrakte Menge, S eine o-Algebra von Teilmengen von 2 und W ein auf $ definiertes 


\ inli i i i in fü B=BuB* und vweQ 
Vahrscheinlichkeitsmaß. Weiter sei u(t, y, ©) ein für alle (x, y) e B { 

lefinierter stochastischer Prozeß, und zwar sei u für jedes feste (, y) eine S-meßbare Abbildung 
ron 2 in die Menge der reellen Zahlen, und es sei u für jedes feste & eine in B zweimal stelig 
Jartiell differenzierbare und in B stetige Funktion von x und y. Es existiere stets das zweite 
\Ioment | 
£ TR | 0° El[u(e, y, ©)" u(x, y, @?dW. 
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Weiter sei der Mittelwert oder Erwartungswert von u(z, y, ©) 


Pu 


Elu@, y, o)]= 2 ya + ya ytya®y’tysryP=mley), 
irre 

wobei die Kenntnis der beliebigen reellen Konstanten y;; für die folgende Fehlerschätzung nicht 
erforderlich ist. Schließlich sei noch verlangt, daß die Korrelationsfunktion nur vom Abstand 
der betreffenden Punkte abhängt: 

El(u(&,, Y» ©) — M(&,, Yı)) (Utz, Ya, ©) — Mia, Y2))] = K (Ya — a? + Yı — y)). 

Dann ist ule, y, ©) — m(x, y) ein isotroper Prozeß, von dessen Korrelationsfunktion zu- 
sätzlich die Darstellbarkeit in der Form 
6 
KÜ = 0,1"! + O(U4) 

i=0 

verlangt wird, wobei O das LAnvAu-Symbol ist. 

Unter gewissen Vorausselzungen über die Differenzierbarkeit und die Vertauschbarkeit der 
Operatoren E und 4, die in [5] genauer aufgeführt sind, ergibt sich die Möglichkeit, den Mittelwert 
und die Varianz des Fehlers &; zu berechnen, wobei bemerkt sei, daß mit der exakten Lösung nun 


natürlich auch die Näherungswerte U; und damit auch die Fehler e; von ® abhängen, genauer - 


gesagt, zufällige Variable geworden sind. 
Infolge der gemachten Voraussetzung ist es trivial, daß der Mittelwert oder Erwartungs- 


wert des Fehlers . 
(4) El[e(o®)] = 0 für Le 1.2 
ist. 


In [5] wird nun durch eine mühsame Rechnung gezeigt, daß die Kovarianz von T,,x und F,,; 
eine TAyzor-Entwicklung nach Ah hat, bei der das erste von 0 verschiedene Glied — es ist der 
Koeffizient von Al? — unabhängig von k und j ist. Damit läßt sich dann die Varianz des Fehlers 
bei den Mehrstellenverfahren für i= 1,2,...,N berechnen: 


N 2 N 2 
Elei(o)?] = 13 824 (33 + 10 + 3 1 B> Bu) c, hi? + g Bu) 0 (hi). 
k=1l k-1 


Zur numerischen Auswertung dieser Fehlerabschätzung braucht man noch einen Schälzwert 
für den Koeffizienten cj.. Nach [3] ist 


E[P% u, y, ©] = EI u, y, @))?] = 1210, 2? + Om), 


wobei 7% bzw. 4% die 6. Differenz in der betreffenden Richtung bedeutet. Setzt man dies in die 
obige Fehlerschätzung ein, so erhält man unter Vernachlässigung von Gliedern kleinerer Größen- 
ordnung 


(6) Ele(o)?] = ei 


wobei die 6. Differenz in der x- oder y-Richlung zu nehmen ist. 


-- Um einen Vergleich mit der obigen Fehlerabschätzung zu ermöglichen, sei angegeben, daß 
I ar 
138483410 +25) | imo Mi «= 
IRRE 
TU m ea 2a ae 


ist. Dagegen ergibt speziell für « = 0 und auch für « = 1 die Fehlerabschätzung (3) quadriert: 
4 N 2 
ES >55 \ & B; ) (h® M,). 


Für weitere Möglichkeiten der Schätzung von c,, sei auf den Aufsatz [5] verwiesen. Ent- 
sprechende Untersuchungen für das gewöhnliche Differenzenverfahren finden sich ebenfalls dort 
und auch in [4]. | 
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- Fehlerabschätzungen und Eindeutigkeitssätze 
| für gewöhnliche und partielle Differentialgleichungen ” 


Von WOLFGANG WALTER**) 


Es ist klar, daß man in einer kurzen Stunde nur einen kleinen Ausschnitt dieses weit- 
gespannten Themas betrachten kann. Wir wollen hier eine Auswahl unter beweismethodischen 
Gesichtspunkten treffen, die man elwas vage so formulieren kann: ein Anfangs- oder Randwert- 
problem ist durch Gleichungen — Differentialgleichungen und Randbedingungen — definiert; wir 
wollen durch Betrachtung der entsprechenden Ungleichungen zu Aussagen über die Lösung oder 
die Lösungen eines solchen Problems gelangen. In diesem Sinne könnte man von einer „Methode 
der Differential- bzw. Integral-Ungleichungen“ sprechen. 

Unser Thema soll noch weiter eingeschränkt werden, indem wir alle Existenzfragen aus- 
klammern, obwohl gerade auf diesem Gebiet die Methode ihre Einfachheit und ihre außerordent- 
lich weitreichende Kraft zum ersten Male bewiesen hat. Herr Perrox [23] führte 1915 beim 
Anfangswertproblem (AWP) für eine gewöhnliche Differentialgleichung 


(1) ei ein Jet S1357 u0)=n 

die Begriffe Oberfunktion und Unterfunktion ein und konnte damit einen einfachen Beweis für den 
Existenzsatz von PrAno führen. Dabei wird die in J:O st<ST stetige Funktion v bzw. w 
eine Unterfunktion bzw. Oberfunklion genannt, wenn 


v(0)<n und v<fltov ind 
2) ie, >2n ud w>flt,w inJ 


ist (anstelle der Ableitungen dürfen DisI-Derivierte treten))). 


Es ist dann ß er 
- (3) vi) <wil) und vd <uh<uwl) für0o<isT 


- für jede Lösung u des Problems. Der Name Unterfunktion bzw. Oberfuhktion drückt aus, daß 
die Funktion unterhalb bzw. oberhalb der Lösung des entsprechenden Problems verläuft. In 
diesem Sinne werden wif ihn auch bei anderen Problemen verwenden. Am Rande sci erwähnt, 
daß der von Herrn Perkox [22] kurz vorher (1914) gegebene neue Integralbegriff, das PERRON- 
Integral, gedanklich aufs engste damit zusammenhängt. Es folgen 1923 die heute zum klassischen 
Bestand der Potential-Theorie gehörende Lösung der ersten Randwertaufgabe für die Potential- 
Gleichung [24], 1928 durch STERNBERG [29] die Lösung der entsprechenden Aufgabe für die 

—--Wärmeleitungsgleichung auf der nämlichen Grundlage, die heute als „PERRONSsche Methode 
allgemein bekannt ist und bei einer weiten Klasse von Problemen zu Existenz-Sätzen führt. Über 
neuere Literatur unterrichtet der glänzende Bericht von Rosen»LooM [26]. 


Diese Dinge sollen, wie schon gesagt, nicht weiter verfolgt werden; wir interessieren uns 


vielmehr für qualitative und quantitative Aussagen über die Lösung solcher Probleme, Fragen 
der Eindeutigkeit, der Fehlerabschätzung, der Gültigkeit des Maximum-Prinzips u.ä. Auch 
hierzu ein kurzer historischer Rückblick: An erster Stelle sei die Arbeit von Herrn Horr [6] aus 
dem Jahre 1927 genannt, in welcher für eine umfassende Klasse von nichtlinearen pn 
Differentialgleichungen die Gültigkeit des starken Maximum-Prinzips ‚bzw. Minimum-I rinzips 
bewiesen wird (starkes Maximum-Prinzip: Wird das Maximum M von u im Innern des Gebietes G 
angenommen, soistu= M inG). Neu und überraschend an dieser Arbeit sind, mehr noch als die 


ai 4 ee ut a a Ze Da a 


” Einladung der Tagungsleitung gohaltener Hauptvortrag. 
\ ..) Tnstitut für ee Methomatik dor Tochnischen Hochschule Karlsruhe.  . Ha 
4) Beider Formulierung halten wir uns hier und an anderer Stelle nicht genau an das historischo Vorbild. 
\ H 


wort SAT BR ER 
ya gi 
ben era id: 
CM N Ba 75.7.177,7777 
ww en ‚we wur 9 
ca graue: I 
Me) Id een 2 (# 
HN le 
2 wit) ‚nur WE 
j * Ja ılayans Sehen vw 


» 


an ud a er Alte 
Dr 


BERISSIREG 
RE BR 5: ” 
u sılaulndöwag Wie 
Vrtiumachlurkeit der. 7 
tlchkoit, den Miielwerft . 
Fila urhä Hier Sr KR N | E: 
| an Dre 
30) 0, wars age am Til, alle, IuTeLe” 
.. et I a uch“ m BEN HP. PT 1 hab 
nean) nebaudasıgeinn ob yaukdaanisdl roh 
aa Ba 722 Say ch Aılord neinloa in rumt 
lange regt -tergnial ur 
rn ae ri vr dena als Jlakriaamyain 1aliaw doch Tloe amadT 
Mr in Are rk ra lu hi hhe dahin) rerpitnbag; 
Beh ee) EL rare] rk umaiend .i abl- ph nl 
ee eh Are 
2. ! = 
nz er A Tr Mena. 5 


BA eg But ET TEE TE EREETETT T FOTERTTO 
m pe VE Erd Ki We Hi Wera 
= u BE 1 hit 


h 
ee 
Br" De 
e 
Bi ;.. => 
#- 
u _ 
Fi 
er 
2 Pr 
E > 
v 
4 
u ir > 
Inu 
rt r 
ur 1 irrt 
PP, “ir 5 Ja+ 9 
ne it 17 ‚ £ 4 rii ; ‚ F ' 
Fr AH a 26 E \ 4 
1 abamligaun 14u3* alinke | J j 
Bx en ww mehime n f > \ t ' ! were, 
en Bes adataınsy lyaplun, or nah ir 
Bensaiin Yetaani:) j hauiesln 
u m - ” R N i u uw 


Kasmibau mb Ida mr, 

Ei in a Ve WTA ur E& a TIERE ‚daartiulilarıl ln 
b. go! mul al a tmyu RL Er ic 2 KEINE BELEETZ, 
re anlegt Yuan A usb er ee ee r ortAuutreie f oh 
2 Loristsi.uer Air Huwsitsigadn ı rat iu ab mi bar young, "208 reihe. 
B: Di (Gumdieinet ar Bieriict - R Aue: u ü 
BIN wir Iiaben ELLI FRE en ..\ ar: N nA Ihigsbsä . >23 


Bin nnki zu nom ‚uf 1.0 2 e 2 a DL a r 
Aieree ii) autäm: urnde kalr rs e 

rue, Yen Mirmddspeeui. datei NT a re U ‚win “ 
u. yn ve. Bu nonnton Metro Newi “er grjogvu Id & A AA, Er Zi 


abge Sy Gi a ah ji ACH, a 


| eutlerzı Dr I Pte a Sion) 7 Aue au 
ee E00 Bm 


ee VRR A BIT 


Bi; ‚ En. 


u 


T 50 A. Angewandte Mathematik 


Ergebnisse (die zum Teil schon bekannt waren), die ganz elementaren Überlegungen, welche dazu 
führen. 1938 betrachtet Herr Nacuno [15] partielle Differential-Ungleichungen erster Ordnung. 
Eines seiner Ergebnisse lautet in einfachster Gestalt: 


Aus 
(4) v„<fitx,v,v), w>/lt,z,ww, in G:0st<sT, Lisesa-—Lt 
(5) v(0,2) <w(0,x2) frOsıesa 
folgt £ 
(6) v(t,x) <wll,a) inG, 


falls / in der letzten Variablen einer Liescniz-Bedingung mit der Lirscnitz-Konstanten L 
genügt. Dieses Ergebnis führt sofort auf eine Reihe wichtiger Sätze über Abschätzung und Ein- 
deutigkeit, z. B. auf die bekannte HaArsche Ungleichung [5]. Kurze Zeit später veröffentlichte 
Herr Nasuxo [16] einen entsprechenden Satz über parabolische Differentialungleichungen. Diese 
Arbeit blieb wohl wegen sprachlicher Schwierigkeiten — sie ist japanisch geschrieben — 10 Jahre 
lang unbeachtet, bis Herr WesrruaAu [33] 1949 die Ergebnisse von NAGumo neu entdeckte; vgl. 
dazw [17]. 

Seit etwa 1950 ist eine große Zahl von Arbeiten über unseren Themenkreis erschienen. Es 
ist hier nicht der Ort, eine umfassende Bibliographie zu geben. 

Wir werden nun an zwei Beispielen, zuerst bei einer VOLTERRA-Integralgleichung in meh- 
reren Variablen und sodann bei parabolischen Differentialgleichungen, -die Grundzüge einer Ab- 
schätzungs- und Eindeutigkeitstheorie darlegen. Wir geben sie jeweils in drei Sätzen, einem 
Satz A über Ober- und Unterfunktionen, einem (wie man heute sagt, „vom Defekt ausgehenden“) 
Abschätzungssatz B und einem Eindeutigkeitssatz C. Bei der Formulierung werden wir uns 
immer dann, wenn die Forderungen der Einfachheit und möglichst großer Allgemeinheit nicht -» 
miteinander in Einklang zu bringen sind, für die Einfachheit entscheiden. Zunächst müssen 
wir uns über die Bezeichnungen verständigen. Es ist <= (X, ..., 27.) ein Punkt des m-dimen- 
sionalen Euklidischen Raumes E” und# = (z,...,2,) ein Punkt des E*. Die Zahl n gibt die 
Anzahl der Gleichungen bei einem System etwa von Differentialgleichungen an. Die Bezeichnungen 
Vektor, Vektorfunktion, Vektor-Gleichung und ebenso der Fettdruck beziehen sich immer auf 
Vektoren aus E*. Ungleichungen sind in der üblichen Weise zu interpretieren, also 


x <y bedeutet ,<y,„ füru=]1,...,m 
z2S® bedeutet ,sz, fürv=l,...,n. 


So ist z.B. f(l,x,z) eine Funktion mit den n Komponenten fy(l, % :.., ms Zp +++, Zn). Die 
Aussage ‚‚f(l, x,=) ist monoton wachsend in =“ ist definiert durch 


(7) IE. NSILEN Ir SH 


(soweit beide Argumente im Definitionsbereich von 
J liegen). Ist / für alle = erklärt, so ist das genau 
dann der Fall, wenn jedes /, in jeder Variablen z, 
(, v=1,...,n) schwach monoton wachsend im 
üblichen Sinne ist. Ist G< E” ein Gebiet, so be- 
zeichnen wir mit 9G seinen Rand, nitG=G-+0G 
die abgeschlossene Hülle und mit G(x’) die Menge der 
Punkte aus Gmitx <sx’ (Bild 1). 
Wir betrachten nun die Operator-Gleichung 


8 u) = gl) + (Ku)(a) in G, 
‘Bild 1. Das Grundgebiet @ (dio In (10) auftretende N 
Punktmenge ist gestrichelt) wobei G< E” ein beschränktes Gebiet ist und der 


Er Operator K einer in G stetigen Funktion g(x) eine 
in G stetige Funktion K 9 zuordnet (er braucht nicht für alle in G steligen Funktionen 


definiert zu sein). Ein System von n Gleichungen dieser Art für n gesuchte Funktionen 
U)... , un(z) fassen wir zu einer Vektor-Operator-Gleichung 


(9) ur) = ge) +(Ku)a) inG 


zusammen; Ku ist also ein n-tupel von stetigen Funkti i 
Außerdem wird verlangt, daß für alle p 8 SIDE 


(10) | Ka) =0, falls Ga) = (a) 


x ' 


z 


te eu 
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en el 


ist.?2) Grundlegend für das Folgende ist der Be 
von Herrn Nickeu [19] (für n 


wenn (x € G fest) 


griff des monoton wacfisenden Operators, wie er 
=m=]) gegeben wurde. Der Operator K ist monolon wachsend, 


(11) aus ver) S wer) in Gl) folgt (Ko)(a’) < (K w)(a'). 
 Wichtigstes Beispiel einer Operator-Gleichung (9) ist ein System von VOoLTERRA-Integral- 

gleichungen 

(12) u,(2) = 4,(x) SKkES WE) (di, inG G=l...,n. 
„(2 
’ Dabei wird angenommen, daß H,(&) eine in G(x) und in einer p,-dimensionalen achsenparallelen 
2 Ebene des Raumes 2” gelegene Punktmenge ist (1 <p, < m); (d&), bezeichnet das Integrations- 
element in dieser Ebene. . 5 
£ ‚ Hierunter fallen für m = 1 das Anfangswertproblem für ein System gewöhnlicher Diffe- 
z renlialgleichungen, für m = 2 die verschiedenen Anfangswertprobleme für die hyperbolische 
r Differentialgleichung (statt x, x, schreiben wir x, y) 
E (13) u, = [© y, u, u„u,). 
7 So ist etwa das charakteristische Anfangswertproblem für die Gleichung (13) äquivalent mit dem 
4 folgenden System von drei Integralgleichungen 
er zw 
u&y) = oa) +Ty) + [SIE U, U, u) de dn 

00 
Y 
Z u,(z, y) = 0’(2) + [ I, 7, u, u, u,) dn 
0 


u, y) = 7(y) + [ie y, U, u, u.) dE, 


wobei m = 1,1, = U,U = u, und oz), t(y) die auf den 
Charakteristiken y=0undz=0 vorgegebenen Werte 
sind. Das Grundgebiet G ist hierbei ein achsenparalleles 
Rechteck; wir haben angenommen, daß seine linke untere 
löcke init dem Nullpunkt zusammenfällt (Bild 2). 

Der dem System (12) entsprechende Integraloperator 
IX ist monoton wachsend, wenn jedes k,(t, &,z) in jeder 
Variablen z, (schwach) monoton wächst, für das zum G(x,y) 
charakteristischen Anfangswertproblem der Gleichung (13) 
gehörige System gilt also das nämliche, wenn [in den drei og 
letzten Variablen monoton wachsend ist. 

Gewisse Differentialgleichungen höherer Ordnung, 


1(y) 


ex) © x 


Bild 2. Das charakteristische Anfangswertproblem 


elwa 
u or u d ( dere 3 
oder * / 


Ury: = MY, 2, U, U, Uy, U, Up UpnUy) für u= ul, y,z) 


lassen sich ebenfalls auf die Form (12) transformieren. Auch eine Gleichung der Gestalt. 


p 
—_- — f(t— rt u(r) dr 


(13a) u) =e 


(Plattengrenzschicht, H. Weyz [34]) wird durch (8) erfaßt. Oft gibt es mehrere Möglichkeiten, 
ein Problem in die Form (8) oder (9) zu bringen. Das Anfangswertproblem für eine gewöhnliche 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 


| u" =fl,u,u) inJ:0<st<sT, u0l)=n w(0)=n 
kann auch als Operator-Gleichung für v = u’ 
n 3 
= + % n+ u) ds o6a) dr 


geschrieben werden. e 


m N - . M 
2) d.h. also für jene (in Bild 1 gostrichelten) Randpunkte, für welche G(x) nur aus dom Punkt r Be 
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Wir geben nun die drei Hauptsätze, zunächst für die skalare Gleichung (8). Die Darstellung 


lehnt sich eng an WALTER [32] an. ir. i 
Satz A: Der Operator K sei monoton wachsend, die Funktionen v, w stelig ın G, und es gelte?) 


v(x) <g(x) + (Kv) (@), wie) >g@) +(Kuw)a in G. 
Dann ist * 
DW IN Ge 


Der Beweis ist einfach. Die Behauptung gilt wegen (10) sicher in den Punkten x mit 
G(&) = {x}. Ist die allgemeine Behauptung falsch und ist E 
F ‘<=sp[sp<w für + +m<s]l, 

; . n . vi . ’ ’ ar ’ 
soitv<wfüry ++ +27.<s’, und es existiert ein Punkt! eGmitz, +*-- 7 ER 
und v(x’) = w(x'). Andererseits ist aber v S w in G(x’) und damit wegen der Monotonie von K 

. 4 „ « ” 
auch Kv < Kwan der Stelle x’ und deshalb an dieser Stelle x auch 
v<g+Kvsy+Kw<uw, 
womit ein Widerspruch erreicht ist. a R 
Dieser Satz hat vielfältige Anwendungen. Man kann mit seiner Hilfe z. B. Lösungen der 
Gleichung u=g+ Ku einschließen. Ist nämlich bei einem monoton wachsenden Operator K 


v<g-+Kı, u=g9+Ku, w>g+Kw inG, 
so ist nach Satz A e 
vu Ant: 


v ist also eine Unterfunktion, w eine Oberfunktion bezüglich der Gleichungu=9+ Ku. 

Diesem Satz liegt die einschneidende Voraussetzung zugrunde, daß K ein monoton wachsen- 
der Operator ist. Hat K diese Eigenschaft nicht, so versucht man, ihn mit einem monoton 
wachsenden Operator 2 durch eine Ungleichung 


(14) |XKv—Kul<s 2(v—. u|) 


zu verknüpfen. Wie das praktisch geschehen kann, werden wir noch sehen. * 
Satz B: Esseien K ein Operator, Q ein monoton wachsender Operator, u, v, o in G slelige und 
q,dinG erklärte Funklionen. Neben (14) gelte 


u=9g+Ku j—g—Kolsda) inG 


oe>d+Re inG. 
Dann ist VE 
p—ul<o inG. - 


Der Beweis besteht einfach darin, Satz A auf die Größen |v — ul, o, d, 2 statt v, w, q, K 
anzuwenden. Dem Satz B liegt also der Gedanke zugrunde, von der Gleichung u=9+Ku, 
welche im allgemeinen nicht von monotoner Art ist, überzugehen zu einem „Ersalzproblem“ 


(15) =d+Ro 


und darauf den Satz A anzuwenden. Da es sich hier um einen ganz wesentlichen neuen Gedanken 
handelt, wollen wir noch kurz dabei verweilen. Ist das ursprüngliche Problem von der Art, daß 
ein Satz A gilt (ist also, um beim jetzigen Fall zu bleiben, K ein monoton wachsender Operator), 
so kann man Satz B auch beweisen, indem man zeigt, daß die Funktion v + e eine Oberfunktion, 
die Funktion v— og eine Unterfunktion bezüglich des ursprünglichen Problems ist. Bei einer 
solchen Betrachtungsweise (die man auch in der Literatur findet) ist (14) lediglich eine Voraus- 
setzung, die für sich betrachtet und zum Beweis der Ungleichungv+oe>9+K (v + 0) be- 
nutzt wird. Die Bedeutung von Satz B liegt aber gerade darin, daß mit Satz B auch jene Probleme 
angepackt werden können, bei denen K nicht monoton wachsend ist; (14) ist dabei die zentrale 
Voraussetzung für den Übergang zum Ersatzproblem®). 

Der Gedanke, daß man eine Abschätzung von der Art, wie sie in (14) gegeben ist, nicht für 


sich isoliert betrachtet, sondern daß man sie bewußt mit einer neuen Gleichung von ähnlicher Art, 


eben der Gleichung (15), verknüpft, scheint mir zum ersten Mal beim Eindeutigkeitssatz von 
BoMPIanI 11] (vgl. auch Perrox [25]) für gewöhnliche Differentialgleichungen vorzuliegen. 
Die früheren Eindeuligkeitssätze für die Gleichung (1) haben alle die Form 


®) Der Satz bleibt richtig, wenn das Gleichheitszeichen nicht bei der ersten, sondern bei der zweiten der 
folgenden Ungleichungen zugelassen wird. 


!) Der Begriff ‚‚Ersatzproblem“ findet sich in der Literatur nicht; er wird hier vorgeschlagen, da ein - 


terminus bisher fohlt. 
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„Wenn /(t, z) einer Abschätzung 


(16) VG) — Kt, 2] < olt, 2 — 2) 
mit der Funktion o(l, 2) = Lz (Lieseniz-Be 
Problem (1) höchstens eine Lösung‘“. 

Bei ‚dem genannten Satz von Herrn BomPIaNı wird nun, das ist das wesentlich Neue daran, 
© nicht explizit angegeben, sondern durch Eigenschaften der gewöhnlichen Differentialgleichung 


dingung); = z/t (Nacumo [14]);... genügt, hat das 


oe’ = ul, 0) 
(des Ersalzproblems in unserer Sprechweise) charakterisiert. Diese Gedanken werden in vielen 
neueren Eindeutigkeitssätzen weitergeführt. 
Eine unmittelbare Folge von Satz B ist 


__ Satz C: Der monolon wachsende Operator 2 habe die Eigenschaft: zu jedem & > 0 gibt es eine 
in G slelige Funktion o(2), für welche 


0<o@)<e und e>Q2e inG 
ist. Genügt der Operator K der A bschälzung (14), dann hat die Gleichung (8) höchstens eine Lösung. 

Man hat, um das einzusehen, lediglich Satz B 
vo — u| <o<ealov=u. 

Eine Reihe von Bemerkungen sollen diese Sätze kommentieren und erweitern. 

(a) Bei der Verwendung dieser Sätze zur numerischen Abschätzung einer Lösung der 
Gleichung (8) bieten sich zwei wesentlich verschiedene Möglichkeiten an. Ist der Operator K 
mondton wachsend, so wird man versuchen, Unter- und Oberfunktionen zu konstruieren, also 
solche Näherungslösungen der Gleichung (8), für welche der sogenannte „Defekt“ v—g—Kv 
dauernd negativ oder dauernd positiv ist. Bei diesem Vorgehen erhält man nicht nur eine Nähe- 
rung, sondern eine exakte Fehlerabschätzung: die Lösung liegt oberhalb bzw. unterhalb der 
Näherung. Die theoretische Grundlage dafür ist Satz A. Ganz anders liegen die Dinge, wenn eine 
der beiden Voraussetzungen, daß K monoton wachsend und der Defekt von einerlei Vorzeichen 
ist, verletzt ist. Man stützt sich dann auf Satz B. Man wird zunächst versuchen, eine Näherungs- 
lösung v zu finden, für die der Defekt v— 9 — Kv wenig von Null verschieden ist und muß . 
anschließend eine Fehlerabschätzung durchführen, in welche neben dem Defekt maßgeblich der 
Operator 2 eingeht. Für Abschätzungen dieser Art hat sich der Begriff „Defektabschätzungen“ 
eingebürgert. 

(b) Bei einer Defektabschätzung ist große Sorgfalt auf die Ungleichung (14) zu verwenden. 
Ist z.B. eine VOLTERRA-Integralgleichung in einer Variablen 


auf zwei Lösungen u, v anzuwenden. Es folgt 


u=9+Ku mit (Ko)W)= [kt T, p(r)) dr 


. gegeben, so bestimmt man etwa eine in der Variablen z monoton wachsende Funktion w(t, 7, z) 


derart, daß 


(17) | kn) — kr, 2] < oll,,|2—2) 


ist und definiert 2 durch 
t 


(29) (l) = S lt, T, gr)) dr. 


Offenbar gilt dann (14). Man braucht jedoch nicht gar soviell Bei einer praktischen Anwendung 


kann man davon ausgehen, daß v bekannt ist und muß lediglich die Ungleichung 


(18) |k(b, , v(e) + 2) — ktt, 7, v(r))| S oft, t, |z]) 


befriedigen. In einigen wichtigen Fällen, z. B. wenn k von { unabhängig ist®), kommt man sogar 
mit einseiligen Abschälzungen. statt einer Abschätzung des Betrages aus. Im zweiten Teil des 
Vortrages kommen wir darauf zurück. ö 

(c) Eine für Theorie und Praxis wichtige Frage lautet: Wann darf man in den Sätzen A 
und B das Gleichheitszeichen zulassen? Betrachten wir etwa die Aussage 


A*: Auv<sg+Ky, w=zg9+Ku fogtvsw; 


‚und fragen, für welche monoton wachsenden Operatoren K ein „Satz A*" gilt. Darauf gibt es 


im wesentlichen zwei Antworten. Die erste stützt sich auf die Begriffe Maximal- und Minimal- 


_ integral und lautet etwa: es gilt A*, wenn w das Maximalintegral der Operator-Gleichung 


5) D.h. bei gewöhnlichen Differentialgleichungen. 
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uw—=g-+Ku ist (und dieses Maximalintegral gewisse Eigenschaften besitzt, welche z. B. bei 
gewöhnlichen Differentialgleichungen erfülk sind). Befriedigender und für die ANWPRÜNRERE 
interessanter ist die zweite Antwort, welche elementar, also ohne Benutzung von Existenzsälzen 
begründet werden kann: A* ist richlig, wenn der (monoton wachsende) Operator K den ü oraus- 
selzungen des Eindeutigkeitssalzes C genügt. Befriedigend nannten wir diese Antwoı t, weil umge- 
kehrt aus einem Satz A* sofort die Eindeutigkeit für (8) folgt. Sind nämlich v und 1 zwei Lö- 
sungen, so ist» Swund w<v. Auch die Begründung für A* ist in diesem Fall sehr einfach. 
Man hat lediglich statt ı» die Funktion w + o = wzu betrachten (g habe die im Eindeutigkeitssatz 
genannten Eigenschaften) und kann dann Satz A auf v und w anwenden, da w>g+ Kı ist. 

(d) Der Eindeutigkeitssatz C erscheint hier in einer Form, welche im Hinblick auf die 
bekannten Eindeuligkeitssätze bei gewöhnlichen Differenttalgleichungen (PERRON [25], M. Mür- 
ver [13], Kanke [8] u. a.) etwas ungewöhnlich ist. Die Verbindung zu jenen Sälzen wäre deut- 
licher, hätte man die Eigenschaft von 2 in C etwa so formuliert: 

C*: Die Gleichung « = 20 hat nur die Lösung o=0. 


Mehrere Gründe sprechen für unsere Formulierung. Man hat in G* weitere Voraussetzungen 
über 2 aufzunehmen; man braucht zum Beweis des Eindeutigkeitssatzes wesentliche Teile einer 
Existenzlheorie, welche oft, etwa bei der Gleichung (13), in wünschenswerter Allgemeinheit gar 
nicht vorliegt; die Nachprüfung, ob ein konkret vorliegendes 2 die in C genannte Eigenschaft 
hat, ist einfacher als die Nachprüfung von C*; schließlich ist C allgemeiner, und C* erscheint als 
interessanter Sonderfall. (Bei gewöhnlichen Differentialgleichungen, wo die Existenztheorie ein- 
fach ist, sind die Unterschiede nicht gravierend.) 

(e) Die Übertragung der drei Sätze auf Systeme von Integralgleichungen, genauer auf (9), 
kann auf zwei Arten geschehen. Erstens lassen sich alle Sätze mit ihren Beweisen „vektoriell 
lesen“. Dabei erscheinen in Fettdruck in Satz A die Größen ®, ww, g. K, in Satz B die Größen 
u,v,9,d,p, K, 2, in Satz C p, 2 sowie 0 = (0,...,O)unde=(e,....e). Die absoluten Be- 
träge in Satz B, (14), (17) und (18) sind gemäß 


| = (21.4: 1%) 
zu interpretieren. 
Eine zweite Möglichkeit, die Sätze B und C zu übertragen, besteht darin, von dem Vektor- 
Operator K mittels einer Norm zu einem skalaren Operator Q und damit zu einem skalaren 
Ersatzproblem (15) überzugehen; (14) wird dann durch 


(19) |K®— Kul <s 2(o — ul) 
ersetzt. In Satz B ist dann nur u, ®, 9, K fett, und statt der Absolutbeträge stehen Doppelstriche. 
Eine Norm ist dabei wie üblich eine für z € E* erklärte skalare Funktion mit den Eigenschaften 4 
I-+='l s |z] + |], Iiez]| =| alle für reelle a, Je >0 fürz+0. 
Man kann jedoch statt einer Norm eine viel’allgemeinere „K-Norm“ zulassen, welche durch 
die beiden Eigenschaften | | 
le+z Sell He und |azll=alel für «>20 


gekennzeichnet ist. K-Normen wurden zuerst von KAmke [9] bei gewöhnlichen Differential- 
gleichungen verwandt und von HUKUHARA [7] genauer untersucht. Beispiele für Normen sind 


|| = max |z,|; |1l+ +12]; Yz-+ +.» + 2%, Beispiele für K-Normen |z!| = max z,; z.. 
. Auch der Eindeutigkeitssatz C gilt für die Gleichung (9) mit (19) statt (14), wenn die K-Norm 
die Eigenschaft hat, daß ||z]| = ||— || = 0 nur für z = 0 ist. 


(f) Als einfaches Beispiel für den Eindeutigkeitssatz betrachten wir das System (12) und 
nehmen an, es gäbe eine Liescutrz-Konstante L > 0, so daß 


| Ik 9—k@& 2) SLla—zl+ + m — 2) 

fürv=1,...,nist. Der Operator 2 sei durch 

AN -L/ at t+mdd, 6=ln, 

die Funktion p durch h 
o@) =aelnatre tm) (v=l,...,n) 

definiert. Man sieht sofort, daß für ein hinreichend kleines & sowohl 0 <p<eals auch 


pr>NR p, d.h. &Zma+.-+m)> Lm f Elm +++ Em) (de) 
3 IIMe)) Pr 
ist. Der „vektorielle‘ Satz C ist also anwendbar, d.h. das System (12) hat höchstens eine Lösung. 


Man beachte, daß dies ganz allgemein ohne weitere Voraus ü et 
von H,(a) gilt. ussetzungen über Lage und. Dimension 


ER INES 


Be 2 


m A le Dan N A N a Fe 5 EZ ur 


es sei etwa zwischen den Hyperebenen t=0 und != 
7 >0 gelegen (Bild 3). Der „obere Rand‘ von G (genauer 


 <6ö%, 1<t ganz in G gelegen ist) bildet zusammen mit 
-G das „parabolische Innere‘ G,, die restlichen Randpunkte 
den „parabolischen Rand“ R,. 
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2 (g) Man kann Abschätzungen durch Ober- und Unterfunk 
Fee wachsend ist, durchführen, wenn man gleichzeilig eine Oberfunktion und eine 
nklion bestimmt. Die Grundlage dafür bildet der folgende (auch vektoriell lesbare) 

Salz A’: Es seien K ein Operator und v, w zwei in G stelige F 
U EG, plr) in G stelig und 


tionen auch in den Fällen, wo K 


unktionen. Ferner gelte: Ist 


n rs 0,5137 in Gr 
so ist’ he @), 


v(x ZN # IN 2 W) 
Dann ist A)I<IHE) +(Kp) @) < ul‘). 


v<u<w inG 
für jede Lösung der Gleichung (8). 


Der Beweis von Satz A läßt sich leicht auf Satz A’ übertragen. Nützlich ist dieser Satz z. B 
wenn ein Problem Er 


u=9—Ku 
En monoton wachsenden Operator K vorliegt. Die Voraussetzung von Satz A’ lautet dann 
einfach 
v<g—Kw, w>g—Kv. 


Von dieser Art ist z. B. die Gleichung (13a). 
Diese Möglichkeit der simultanen Schrankenbildung bei nicht monotonem Operator wurde 


zum ersten Mal von M. MÜLLER [13] 1927 bei Systemen von gewöhnlichen Differentialgleichungen 
angewandt. E 


, Wir kommen zum zweiten Teil. Die für Di/ferential-Gleichungen bzw. -Ungleichungen 
typischen Schlußweisen sind lokaler Natur und sollen anhand der parabolischen Differential- 
gleichung 


(20) u = J(L, X, u, ii, Uy.) 


dargelegt werden. Es ist f eine reelle Variable, x = (& 2m) (m > 1), u, steht für den Vektor 
der ersten Ableitungen, u,, für die mx m-Matrix der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung 
nach den &,. Die Funktion f(l,2,2,p,r), p=(p,), r=(n,) (,u=1,...,m), sei schwach 
monoton wachsend in r. Das bedarf für m > 1 einer Erklärung. Sie lautet: Sind r und r’ zwei 


_ symmetrische Matrizen und ist r’ — r positiv semidefinit, also 


(21) 2 r,90,<s Y r,%a, für beliebige %, 


vl ),v=1 
so ist 
HL,2 PD N) Sl aDT): 

Bei einer quasilinearen Differentialgleichung 


/ on 
Kb z, Ps F) = gl, X, 2, p) +2 ‚Karlh %,2,P)T;, 
/ Az 
wird danach die symmetrische Matrix k = (k,,) als positiv 
semidefinit vorausgesetzt. Das Grundgebiet G ist eine be- 
schränkte Menge im (m + 1)-dimensionalen (t, x)-Raum; 


die Menge jener Punkte (l’, x’) €e0 G, für welche eine „untere 
Halbumgebung“ ! —! +. — uU” ++ (An — m)? 


p 
Für die Gleichung (20) werden wir nun drei Sätze 


_A,B, C aufstellen, die den früheren Sätzen genau ent- Bild 3. Das Grundgebiet für parabolische 
sprechen. Im Beweis tritt jedoch ein neuer, auf NAGuMmo 
- [16] zurückgehender Gedanke auf. 


Differentialgleichungen 


Analoge Sätze lassen sich für die gewöhnlichen Differentialgleichung 


23) ; W"=flt, u), 
_ für die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 


u=fll,z, u, u,) 
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m 


und für die elliptische Differentialgleichung 


(25) a, u,.u.)=0 
n. Wir wählen den parabolischen Fall, weil man 


7,2z,D, r) sei monoton wachsend in r) beweise ’ 
ER n Gleichungs- 


von da aus durch leicht überschaubare Änderungen des Beweises auch die andere 
typen behandeln kann. 
Satz A (Nacumo [16,] [17], Weste [33])): Die Funktionen v, w seı 
. x * 1 * 6 * 
Ableitungen vy, d,. b;, und ebenso w,, iw,, w,, seien stelig°) in G,„ und es sei 
v5 ll, 0, 04 Due), w, > (u, %,w,w,w,) in 


v<w auf R,. 


en slelig in G, ihre 


” 


Dann ist Ä 
v<w "in's 


Für den Beweis nehmen wir an, die Behauptung sei falsch und es sei 
U = sup [!’|v < w für alle (, 2) eG mit !st”]. 


Dann gibt es einen Punkt (f’, x’) € G,, in welchem die Differenz d = w — v verschwindet (auf 
dem Rande ist sie nämlich positiv nach Voraussetzung) und ein Minimum bezüglich x bei festem 
t=!' besitzt, d.h. im Punkte (!', x’) gilt 
d=!0, d, =, des), d,<s0 
oder 
v=u, v,= WU, Ds a Wen vu, Zw, 
(letzteres, dad > 0 für 2< !’ ist). Andererseits gilt aber in diesem Punkt 
v, Ss f(,2%,D, vu.) S Mb, X, w, w,, W,.) < W,, 
womit ein Widerspruch. erreicht ist (der Beweis gilt auch für m > 1, wenn man d,, 20 als 
„d,, positiv semidefinit‘ liest). j 
Wenden wir das Ergebnis auf die erste Randwertaufgabe an! Auf R, seien stetige Rand- 
werte (tl, x) vorgegeben. Ist 
A EAN w=f(l%,Uu u, U.) w, > ((l,x, w, w,,w,,) in G, 
v<u=n<w aufR,, 
so ist 
0.02 <= m 21:0 
“und damit v eine Unterfunktion, w eine Oberfunktion. 

Satz B: Das Gebiet G sei zwischen den Hyperebenent= 0 und! = T gelegen, die Funktion oft) 
sei differenzierbar für St < T, die Funktionen ult, x), v(t, x) mögen denselben Vorausselzungen 
genügen wie v, w in SalzıA. Ferner sei mil zwei Funklionen ö(l), w(t, z 

LEHE %, U Us Mes), u, — 2, v, v„,v,,)| Söll) in G, 
oe >ol,o) +) fürüostsT 
p—ul<e auR,, 
und die Funktion f genüge der Abschätzung 
(26) I, 2,2 + 0, 0,0.) — fl, 2, 2, v,, v,,) S ll, o). 
Dann ist 
P—ul<o inG,. 

Auch hier wird der Beweis geführt, indem man Satz A mitv— u (u—v), 0, 6+ o statt 
v, w, f heranzieht. Man betrachtet dabei das „Ersatzproblem“ 

(27) oe’ = ö(l) + wll, o) 


gewissermaßen als parabolische Differentialgleichung, was nach unserer Definition erlaubt ist. 
Wir erwähnen, daß der Satz B wesentlich unhandlicher wird, wenn im Ersatzproblem » auch 
.von p und r abhängt. 


Satz GC: Die Funktion f genüge der Abschälzung 
(28) 6% 7,pr)—f2,2,p,r) < wlt, 2’ — 2) für ! 2z. 


6) Man kann diose Bedingungen mildern, insbesondere sich von der Voraussetzung frei RR, daß: 
v und w in @ stotig sind; es muß dann „v< w auf Rp“ geeignet definiert werden. 
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Zu jedem € > 0 gebe es eine in J: O<S!< T dijferenzierbare Funklion ol), Jür welche 
O0<po<e und e>olo) inJ 


ist. , . > r ag s 
en ne für die Gleichung (20) bei steligen Randwerlen und be- 
f Abschätzungs- und Eindeutigkeitssätze von ähnlicher Art wurden u. a. von GIULIANO [4] 
Br [2], Nicker [18], Waurer [31] bewiesen. a a 
ER Bemerkungen können wir uns kurz fassen, da vieles früher Gesagte übernommen 
(a) Auch hier hat man wieder die zwei verschiedenen Möglichkeiten, entweder nach Satz A 
mit Ober- und Unterfunktionen oder nach Satz B mit Näherungslösungen und anschließender 
Vehlerabschätzung zu arbeiten. Neu ist dagegen, daß jetzt keine Monotonie von m x z pP, r) 
in Satz A und keine Monotlonie von w(l, z) in Satz B bezüglich der Variablen z notwendig ist 
Anders liegen die Dinge jedoch bei Systemen von Differentialgleichungen, man vergleiche dazu (e). 
(b) Beim Übergang zum Ersatzproblem wird hier wesentlich weniger als in (14) nämlich 
nur eine einseilige Abschätzung (26) bzw. (28) vorausgesetzt. Weiter benötigt man beim Ab- 
schätzungssatz, wo es auf ein möglichst günstiges @ ankommt, nicht die Abschätzung (28) 
sondern es dürfen für p, r die (als bekannt anzuschenden) Funktionen v,, d,. eingesetzt werden. 
Is ist für viele Anwendungen entscheidend wichtig, daß die Abschätzungen (26) (28) nur ein- 
seitig sind. Ist beispielsweise 2 


Akad) Ssikrnz,pn)— UNS @'— 5) für!2z, 


so darf man, auch wenn B negativ ist, w(l,z) = Bz setzen, während man bei einer Abschätzung 
des Betrages wie in (16) o = Lz mit L = max (A|, |B|) nehmen müßte. . 

(c) Die frühere Bemerkung (c) gilt ungeändert: Genügt f der Voraussetzung von Satz C, 
so darf in Satz A bei allen Ungleichungen das Gleichheitszeichen hinzugesetzt werden. 

(d) gilt mutatis mutandis. 

(e) Die drei Sätze können auf solche parabolischen Systeme von Differentialgleichungen 
übertragen werden, bei denen in der »-ten Gleichung Zwar I, .. +, Um aber nur die Ableitungen 
der »-ten Komponente auftreten, also 


are u.= Mb Uper Um Uno U,.n:) (rei, nun), 
wofür wir kurz 


(29) u, = f(b 2%, u, u, Y.) 


schreiben. Jedes f, sei in der letzten Variablen monoton wachsend im früher erklärten Sinne. 
Bei gewöhnlichen Differentialgleichungen bedeutet das übrigens keine Einschränkung der All- 
gemeinheit. 

Satz A gilt (was im Hinblick auf die gewöhnlichen Systeme nicht wunder nimmt) nicht 
für alle Systeme (29), sondern nur — und damit kommen wir zu einem wichtigen Begriff — wenn 
f in z quasimonolon wachsend?) ist. Dabei nennen wir eine von z und gewissen anderen, durch ... 
angedeuteten Variablen abhängende Funktion f(. . „<) quasimonoton wachsend in z, wenn für 


jede Komponente / 


Ko) hl... falls, = sh friey 


ist. Kurz gesagt, /(. . . ,=) ist quasimonoton wachsend in 2, wenn f, in allen Variablen z, mit 
A==» monoton wachsend ist. Im Falle n = 1 ist jede Funktion quasimonoton wachsend. Es 
besteht dann der wichtige Sachverhalt: 

Satz A gilt für die Gleichung (29) (er kann also vektoriell gelesen werden), wenn It &,=, pr) 
quasimonoton wachsend in 2 ist, Satz B gilt für Systeme, wenn w(l,z) quasimonoton wachsend 
inz ist. Die Abschätzung (26) ist dabei zu ersetzen durch 


(30) ft, T, 2, U,» D,,.ze) 2% I, T,%, Das Dre) = o,(t, |« — 2") falls 2. =ez; 


ist. 
Mit parabolischen Systemen haben sich (in mehreren Arbeiten, von denen wir jeweils 
eine nennen) SzArskt [30] und Muax [12] beschäftigt. Natürlich gelten drei entsprechende Sätze 
auch für Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen. Ich möchte in diesem Zusammen- 
hang auf zwei schon mehr als 30 Jahre zurückliegende Arbeiten hinweisen, in welchen die beiden 
Tatsachen, daß man bei der Komponente /, bezüglich der Variablen mit gleichem Index z, in 
Satz A keine Monotonie, in Satz B nur eine einseitige Abschätzung — vgl. (30) — benötigt, 
bereits klar gesehen werden. Kankez [10] beweist 1928 die Existenz von Maximal- und Minimal- 


?) In der Literatur fehlt bisher ein Name für dio Eigenschaft, welche wir hier mit ‚„‚Quasimonotonio‘ 
bezeichnen. i Pr : $ 
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ea <-> 
integralen bei Systemen von gewöhnlichen Differentialgleichungen mit einer in= a 
wachsenden rechten Seite f({,z), Herr M. Mürver [13] beweist 1927 a er BR 
Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen, bei denen zum ersten Male einseitige Abschätz 

sen ähnlich wie in (30) auftreten. er j 

2; en I den Integralgleichungen besteht die zweile Möglichkeit, mit einer Kar 
auf ein skalares Ersatzproblem überzugehen. Die der Ungleichung (19) entsprechende Un- 
gleichung lautet in der einfachsten Form 


31) it», pn — Kt 2,2, pr) S ol, |e— =)» 


wobei häufig der Zusatz „falls ||z —=’|| > 0“ erlaubt ist (für Normen ist er bedeutungslos). 

(f) Bei partiellen Differentialgleichungen treten gegenüber den gewöhnlichen Differ een 
gleichungen viele neue Erscheinungen auf, wie unendliche Gebiete (in x-Richtung), unstetige 
Randwerte, gemischte Randbedingungen u.a. Auch solche Fragen lassen sich mit den dar- 

* n ’% D “ 
gelegten Methoden erfolgreich angreifen. Die Überlegungen laufen meistens darauf hinaus, Ben 
(geeignet verallgemeinerten) Satz A auf geschickt gewählte Hilfsfunktionen anzuwenden. Wir 
gehen noch kurz auf die Frage ein, wann das Maximum- bzw. Minimum-Prinzip gilt. Aus Satz A 
folgt ohne Mühe: ; 
Ist /(, x,2,0,0) s 0, so gilt das Maximum-Prinzip, 


ist /(l,a,2,0,0) 0, so gilt das Minimum-Prinzip, 


ist /(,%,2,0,0)=0, so gilt das Maximum-Minimum-Prinzip. 

(NIcken [18]). = IF er: 

Auch das von NIRENBERG [21] bewiesene starke Maximum”Minimum-Prinzip läßt sich 
leicht aus Satz A ableiten. Es besagt im einfachsten Fall: Nimmt eine Lösung u ihr supremum M 
(bzw. ihr infimum) bezüglich G, in einem Punkt (F,x’) eG, an, so ist u=M (bzw. = m) 
für alle Punkte von G, mit £ S !’ (genauer für alle Punkte, die sich durch einen in G, verlaufenden 

; ; Rep ß : 
und in Z-Richtung monoton wachsenden Streckenzug mit (f’, x’) verbinden lassen). Dabei wird 
neben f(, z, z, 0,0) = 0 eine Wachstumsbedingung in r benötigt, welche bei einer quasilinearen 


Differentialgleichung f = 9(,%,2,p) + & Ky.(u%, 2, p) r,. besagt, daß 


‚u=l 
m 
kununu z26%0 mitö>0 
4,nel u 
ist. 

Im Falle m = 1lassen sich, wie Ilerr Nickeu [18], [20] gezeigt hat, weitergehende „Gestalt- 
aussagen“ gewinnen. Der einfachste seiner Sätze lautet: Ist G ein Rechteck in der (l, x)-Ebene 
und /(l, x, z, 0,0) = 0, so nimmt.eine Lösung u der Gleichung (20) einen beliebig vorgegebenen 
Wert x auf der Charakteristik {= T höchstens so oft an wie auf R,. Ist sogar fl, x, z, p, 0) = 0, 

so gilt ähnliches von der Ableitung ız,. Mit Hilfe solcher Sätze 
lassen sich gewisse gestaltliche Eigenschaften der Lösung längs 

' einer Charakteristik 2 = const., wie Monotonie, Konvexität, Zahl 
- der Extrema und Wendepunkte, ..., unmittelbar an den vor- 
gegebenen Anfangswerten ablesen. Auf die große Bedeutung 
solcher Aussagen für die Grenzschicht-Theorie hat Herr TOLLMIEN 
gestern in der LupwIG-PRANDTL-Gedächtnis-Vorlesung hingewiesen. 
(g) Satz B gestattet eine Verallgemeinerung, bei welcher der 

Defekt nach unten und nach oben durch verschiedene Funktionen 


— ds) Su — 2, d, 0,05.) < öl) 


abgeschätzt wird. Man erhält zwei voneinander unabhängige Ab- 
schätzungen 


= QUu=u<e In 


Dabei ist es erlaubt (und für manche Anwendungen sehr nützlich), 
daß eine der beiden Schranken, o, 8 negativ ist. Die Abschätzung 
(26) muß dann entsprechend geändert werden (ist eine der Schranken 
negativ, so braucht man eine Abschätzung der /-Differenz nach unten 
und nach oben). Es kann also durchaus vorkommen, daß man, 
ausgehend von einer Näherungslösung v, einen Bereich abgrenzen 
kann, in welchem die Lösung verläuft, der aber v nicht enthält. 


Hierzu ein einfaches Beispiell Wir betrachten die spezielle 
0,5 \ Rıccarı-Gleichung 
Bild 4. Fehlerschranken für die ' f 

Rıccari-Gleichung In (g) | u=w@—t mit u(l0)=1 


; 
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ö (die Lösung ist nicht durch elementare Funktionen darstellbar). Eine einfache Unterfunktion 
% stv= kt {, durch Vernachlässigung von —! in der Differentialgleichung erhält man ebenso 
E einfach die Oberfunktion w= 1/(1 —!t). Wir können uns damit auf den zwischen diesen beiden 
@ Funktionen liegenden Bereich beschränken, in welchem die rechte Seite der Differentialgleichung 


E /(l, 2) = 2? — 1 der Lirscutrz-Bedingung 
9 


4 2(1+0)(@—2) <s ft, 2) —f(t, 2) S- EG (€—2) fürz>z 
2 e% : 
3 genügt. Nun betrachten wir w als Näherungslösung und wollen für diese mit Hilfe eines solchen 
£ „zweiseitigen“ Satzes B (welchen wir hier nicht explizit formulieren) eine Defektabschätzung 
e durchführen. Der Defekt von w ist w' — (w® — I) =. Nach diesem Satz gilt 
; ra 
2 —p Sw—usp oder w—eosusw-+p, 
5 wenn o und e als Lösungen der linearen Differentialgleichungen 
2 F 2 
r Der mit o(0) = 0 
0 =—t+2(1+Do mit 2(0) = 0 


bestimmt werden. Für diese Probleme hat man explizite Lösungsformeln und erhält 
2?(6—81+302) E (1 +0? — e@+0 
{ = — — — — nn — _— 
el) Buy + 


Die Lösung verläuft also in dem Streifen zwischen den beiden Kurven w + 9 und w— 0 (Bild 4). 
Man kann dieses Verfahren iterieren, indem man nun die diesen beiden neuen Schranken ent- 
sprechende bessere Lipscnitz-Abschätzung benutzt und damit wie oben verfährt. 

(h) Wir wollen den Vorteil, welchen eine Abschätzung (30) gegenüber einer Abschätzung 
des Betrages der /-Differenz bietet, am Beispiel eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichun-. 
gen u’ = [(l, u) zeigen. Für dieses lautet (30) 


I. 2) — Ib 2) < w,(t, a — |) für, >z. 


Betrachten wir das Anfangswertproblem 


1 =—2m+9g(4, u), u,(0) = nı 
1, = hit, u) —214,, iL(0) =: 
Dabei mögen die Funktionen g, h einer Lirschtrz-Bedingung mit der Lirscntrz-Konstante 1 


genügen: 
|o(t, z) — alt, z)| s|z—7z|, |htt, 2) — hit, | = |z — |. 
- Ist » eine gegebene Näherungslösung, für die folgende Daten 
joı + 29, — gl v)|s6, WM —nlSa 
a —ht,v) +22], |) —n|S& 
bekannt sind, so kann man 
al, a) =—-2ı +2, Mlz,2)=41—22% a 
wählen und erhält die Abschätzung 
ey — ul sae-! +ße°:+y 
v— uw saer'+ Be-’!+9y 
mit a= (a +2 —ı — 9), B=Ba—I3e+ 0, — 1) 165. B=8.—3a +9 — 6, 


= (26, + 6,)[3, Y = (di + 2 6)I3- 
Be eeunker würde eine Abschätzung in Verbindung mit der Forderung 


| 62) — Ku )| S wol, | — =) 
_ in diesem Beispiel die Auflösung des Systems 
. a=2atatd> %=at29@+ 5 


unter der Anfangsbedingung 0,(0) = &, 0x(0) = & notwendig machen und die wesentlich ungün- 
stigeren Schranken 
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mit a= (3 — +, — 9), a= (a —aHr .,— 5) B=ßa +35 + d, + 6,)/6, 
v=(,—20)/3, 7= (dh —2 0,)/3 ergeben. Be 

(i) Die hier dargelegte Methode der Differential- und Integralungleichungen erhält ihre 
besondere Bedeutung im Hinblick auf nichtlineare Probleme. Bei linearen Problemen kennt 
man vielfach gute und erprobte numerische Verfahren und gelegentlich ‚brauchbare Fehler- 
abschätzungen auf anderer Grundlage, bei nichtlinearen Aufgaben bilden Sätze und Methoden 
der hier dargelegten Art oft die einzige Möglichkeit einer exakten Fehlertheorie. W ir wollen zwei 
solche Probleme, welche beide auf quasilineare parabolische Differentialgleichungen führen, näher 
betrachten. A: RR. | 

Die Prandilschen Grenzschicht-Gleichungen, welche die zweidimensionale stationäre laminare 
Strömung eines inkompressiblen Mediums in der Nähe einer Wand beherrschen, lauten 


u, H+vuy— UU—vu,=0 
.+v,=0 


im Bereich O<xz<x, 0<y<oo. Dabei ist U(x) die Außengeschwindigkeit (Potential- 
geschwindigkeit), ü(y) die Anfangsgeschwindigkeit, » die kinematische Zähigkeit, ul, y) und 
v(z, y) sind die gesuchten Geschwindigkeitskomponenten parallel und senkrecht zur Wand. Die 
Randbedingungen lauten 


u(z, 0) = v(2,0)=0,  u(0,y) =ü(y), ulx, 08), = Uls}: 
Nach Ausführung der v. Mıses-Transformation > 


e=1 .n= f u(z, I) dt, g(E,n) = Ua) — uX(t, y) 


0 
erhält man die parabolische Differentialgleichung 


gr YU?— 9 gan 
(es ergibt sich 9,5 = — 2 u,„[u) im Bereich 0<£<x,0 <n< oo mit den Randbedingungen 
8,0) = UXE), 90, 7) = U*0) Un), gER)=0. 


Es entspricht also (£&, n) dem früheren (fl, x). Da der Bereich in 7-Richtung unendlich ausgedehnt 
ist, werden einige zusätzliche Überlegungen notwendig, die aber im vorliegenden Fall einfach 
sind. Aus Satz C folgt sofort ein Eindeutigkeitssatz für Lösungen 
mit 9, Z 0, denn für diese ist die rechte Seite monoton fallend 
in g, und man kann in (28) »& = 0 setzen. Man kann sich leicht 
überlegen, daß dieser Fall vorliegt, wenn @’ < 0 und U >20 
ist. Es gilt jedoch ein allgemeiner Eindeutigkeitssatz, wie 
Herr Nickeu [18] 1958 gezeigt hat; der Beweis durch Zurück- 
‘ führung auf Satz C kostet dann etwas mehr Mühe. Herr NICKEL 
hat auf der Grundlage der Sätze A und B auch umfangreiche 
numerische Rechnungen durchgeführt und damit für mehrere 
theoretisch und praktisch wichtige Fälle zum ersten Mal exakte 
Fehlerschranken hergeleitet. 
Das zweite Beispiel betrifft chemische Reaktionen, bei 
welchen Diffusionsvorgänge mit berücksichtigt werden müssen. 
Betrachten wir etwa ein Reaktionsschema 


k- 
A+BZC. 
% 


Die Kinetik einer solchen Reaktion wird durch die Gleichungen 
a= Dia, —kab+kc 
0 92026) : b, = Dyb.— kab+kc 


Bild 5. Grundgeblet und Randwerto qa= De Gzt+kab—kc 
für die PRANDTL-Gleichung (oben) 


und für die v. Alıses-Glelchung (unten) beschrieben. Diese sind gerade von dem in (ce) genannten Typus. 
Es ist, a(l, x) die Konzentration des Stoffes A, D,, der zugehörige 

Diffusionskoeffizient, ..., k und k die Geschwindigkeitskonstante der Hin -und Rückreaktion., 
Kann man Xkc als konstant ansehen (insbesondere k = 0), so zerfällt das System, und man 


kann die beiden ersten Gleichungen für sich behandeln. Im Sonderfall A = B, k = 0 hat man 
die Gleichung 


u„=Du,—kı2. 


ea 
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Die dabei auftretende ‘oble | äufi ; Test . 
eisen en Probleme sind häufig Randwertprobleme zweiter Art mit den Rand- 


u0, 2) = ul,o)=c,  14(,0) = gl). 


Ich möchte die Gelegenheit benutzen und die Aufmerksamkeit der Mathematiker auf diese 
interessanten und durchaus nicht einfachen Probleme lenken; sie sind einer Behandlung mit der 
Abschätzungstheorie, welche hier skizziert wurde, zugänglich. 5 | 

’ Ich möchte nun zum Schluß auf die vielfältigen Querverbindungen hinweisen, welche zu 

einer anderen Betrachlungsweise bestehen, die mit funktionalanalytischen Begriffen und Me- 

| thoden, insbesondere Fixpunktsätzen, arbeitet. Ich denke dabei vor allem an die Arbeiten von 
. Herrn CoLLATZ und Herrn Schröper, welche damit große Erfolge errungen haben; von ihren 
2 zahlreichen Publikationen seien [3], [27], [28] genannt. Von Herrn CoLLaTz [1] wurde 1952 der 
Begriff „Aufgaben monotoner Art‘ geprägt. Eine solche liegt vor, wenn sie sich mit Hilfe eines 
Operators 7’ in der Form 7’ u = 0 schreiben läßt (hat man mehrere Gleichungen dieser Art 
so kann man sie immer als eine Vektor-Gleichung auffassen) und wenn r 


aus Tvo<Tw folgttvsuw. 


ee a 


> 


Bei einer ‚Aufgabe von monotoner Art ist v eine Unterfunktion, w eine Oberfunktion, wenn 
Tv<0, Tw>Pist;es gilt dann 
Dauzauw,s 


So ist z.B. das Anfangswertproblem (1) bei beliebigem f eine Aufgabe monotoner Art. Man 
kann etwa 7 durch 


Tu = (u) —n, W — ftt, u) 


definieren. Eine Lösung wird durch Tu = (0,0) charakterisiert. Auch unsere anderen Bei- 
spiele führen, wenn die Voraussetzungen eines Satzes A vorliegen, auf Aufgaben monotoner Art. 

Es sei bemerkt, daß Herr CoLxATz die Aufgaben monotoner Art nicht wie eben angegeben, 
sondern durch 


ELENA EUREN 


„aus 205 Tw Siolgt. us w“ 


charakterisiert. Ist eine Aufgabe von monotoner Art in diesem Sinne, so besteht ein Eindeutig- 
keitssalz. Man vergleiche zum Verhältnis der beiden Definitionen die Bemerkungen (ec). 
Abschließend möchte ich die Gelegenheit benutzen und auf einen für die Praxis wichtigen 
Punkt hinweisen. Die heute zur Verfügung stehenden elektronischen Rechenmaschinen besitzen 
größtenteils leistungsfähige l’ormelübersetzer, welche es gestatten, die elementaren Funktionen 
formelmäßig der Maschine einzugeben. Die Maschine stellt dann ein Maschinenprogramm her, 
das in der Lage ist, die Funktion an beliebigen Stellen zu berechnen. Was diese ormelübersetzer 
im allgemeinen nicht leisten, ist ein Programm zur Berechnung der Ableitung einer solchen 
elementaren Funktion. Gerade das wäre aber im Hinblick auf die hier beschriebenen Methoden 
dringend notwendig. Man möchte elwa, um ein Beispiel zu nennen, eine Anzahl von Funktions- 
ansätzen ov(l, x) auf ihre Brauchbarkeit als Ober- und Unterfunktionen für die Gleichung (20) 
hin untersuchen. Es wäre wünschenswert, daß die Maschine nach Eingabe von /(l, x, z, p, F) 
“und v(l,x) in der Lage ist, den Defekt vu, — f(t, x, v, v,, V,,) auszurechnen. Kurz gesagt, die 
Maschinen sollten die elementaren Differentialionsregeln (Produktregel, Kettenregel, (sin z)' 
= 08 1,7. .) beherrschen. Das Berechnen der hier auftretenden partiellen Ableitungen von 
Hand ist oft zeitraubend, ganz zu schweigen von den Rechenfehlern, die dabei unterlaufen. 
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Ein Algorithmus zur Berechnung rationaler Tschebyscheff- 
Approximationen” 


1 
/ 
h4 Von HELMUT WERNER 


Obwohl die Frage nach der Existenz einer rationalen T-Approximierenden?) einer steligen 
Funktion seit Jahrzehnten positiv beantwortet ist, sind den rationalen T-Approximalionen in 
letzter Zeit zahlreiche Arbeiten gewidmet worden. Es geht dabei um die Frage, wie man die 
T-Approximierende numerisch bestimmen kann. Obwohl in der Literatur gute Teilerfolge erzielt 
worden sind, vgl. etwa Cuexey und Loe» [1], scheinen die bisher mitgeteilten Verfahren nicht 
voll den Anforderungen zu genügen, die man im Hinblick auf die Rechenanlagen stellen muß. 
Ein Algorithmus soll nämlich so beschaffen sein, daß er für'jede stetige Funktion zur T-Approxi- 
mierenden führt. Außerdem kommt der praktische Gesichtspunkt hinzu, daß der Rechenaufwand 
einen gewissen Rahmen nicht übersteigen darf. Wie man ein diesen Anforderungen genügendes 
Verfahren konstruieren kann, soll hier skizziert werden. 

Die Schwierigkeit, auf die man bei der Ermittlung der T-Approximierenden stößt, besteht 
darin, daß die auftretenden’ Nenner Nullstellen im Interpolationsintervall besilzen können. 
Durch Berücksichtigung der spezifischen Eigenschaften der rationalen Funktionen ist es möglich, 
diese Schwierigkeit zu überwinden. Man findet die Idee bereits in dem Existenzbeweis von 


*) Aus dem Institut für Angewandte Mathematik der Universität Hamburg. 
') Als Abkürzung von Tscuesyscuser wird 7 geschrieben. 
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Corzarz [2]. Für Einzelheiten und ausführliche Literaturhinweise sei 


- - auf zwei demnächst im 
Archive for Rational Mechanics and Analysis e 


rscheinende Aufsätze des Verfassers verwiesen. 


Definitionen 
Es soll die gegebene stelige Funktion /(&) in dem Intervall /:= {x |asx<sß} approxi- 
4 miert werden. 
Die Klasse der Approximationsfunktionen wird definiert durch 
5 nr l r 
: Nr) := |R@) R(x)= DE) Po) = YVar,coa)= Sth,ık, 


TA 


Es sin:=l-+r. 

. löine rationale Funktion R(x) e RK, r) heiße ausgearlel, wenn die Resultanle von p(&) 

2 und q(x) verschwindet. 

wo Die Differenz e(&) := f(x) — R(x) werde Fehlerkurve genannt. Die Güte der Approxi- 
mation wird durch den Abstand zwischen [ und R gemessen, 


$ /— R|| := max a) — R&)| . 
3 Die T-Approximierende von / in R«l, r) werde mit T(l,r) bezeichnet. Für den Abstand 
r der T-Approximierenden von / werde (1, r) := inf I//— R]|| geschrieben. 

2 Verbesserung einer Approximation R(x) 

4 Es wird jeder nicht ausgearteten ralionalen Approximation Rz T(l, r) eine verbesserte 
Approximation Z* (d.h. mit kleinerem Abstand von / als R) zugeordnet. Je nach der Gestalt 
der Fehlerkurve hat man geringfügig voneinander abweichende Konstruktionen. 

Im allgemeinen führt die 7-Approximierende zu einer Fehlerkurve, die genau n-+2 


Extrempunkte mit abwechselnd positiven und negativen Extremwerten gleichen 
Betrages besitzt. Für eine andere nicht zu schlechte Approximation R sieht die Fehlerkurve 
qualitativ genauso aus, die Beträge der Extremwerte werden aber voneinander abweichen 
(Normalfall). Durch Abändern der Koeffizienten wird versucht, die Betragsunterschiede 
der Extremwerte auszugleichen. 

Seien u (i=1,...,n +2) die Extrempunkte, R; := Ri), 1 :=q(x). Es bestehen 
dann die Gleichungen 


ı r 
(1) Yayd—R- Ybhıf=0, re 
j=0 k=0 


Ändert man die Koeffizienten a; des Zählers um 4a,, die Koeffizienten b; des Nenners um Ab,, 
so ändern sich die R; um gewisse Größen AR;. Es gilt 


1 k 
(2) N (3 + da)af—(R; + AR): 3" (+ Ab)ar=0. 
Ar k=0 


"Vernachlässigt man zur Linearisierung die Terme AR; 2 Ab, x*, so erhält man ein lineares Glei- 
‚chungssyslem, welches sich in folgender Gestalt schreiben läßt: 


eeer, Ai ann b, — 4b, AR, q 
/ aD. ee 
2a & . day by, . — 4b, k = 
(3) } Dale. 1 $ mer In sda) = 
- Dr Ay : TER? 3 : 
2 a i 
x X bo > 2 
malen, Si Aa) (ARnra Tara) 


E Man kann zeigen, daß der Rang des Gleichungssystems (3) genau n + 1 ist, wenn die Resultante 
von p und q nicht verschwindet. Man kann die Lösungen des Lransponierten homogenen Glei- 
chungssystems angeben und erhält damit als Bedingung für die Lösbarkeit von (3) den Ausdruck 


E- I n-+-2 n+2 L 
@ | Var U mn =0. 
= 2 mei 


Di i i i i Y i A yroximalion mit 
Diese Gleichung ist die Verallgemeinerung der bekannten bei der T-Apı 

- Polynomen auftretenden Identität (STIEFEL [4]). Unter Berücksichtigung von (4) sucht man die 
AR; so zu bestimmen, daß die Extremwerte der Fehlerkurve (in der linearen Näherung) dem 
4 Betrage nach gleich sind. Man wird unter den Lösungen von (3) eine solche auswählen, bei der 
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die Ja,, Abz von möglichst kleinem Betrag sind; denn dann sind auch die bei der Linearisierung 
vernachlässigten Terme klein. 


Die verbesserte Approximation schreibt man in der Gestalt 
ee 
e: (b; — l. Ab,) mE 


Für hinreichend kleine positive [-Werte ist R* eine bessere Approximation von [als R. Ob man 
= I nehmen kann oder einen kleineren {-Wert wählen muß, hängt vor allen Dingen von dem 
Verhalten des Nenners ab. 

Wenn nicht der Normalfall vorliegt, d.h. die Anzahl der Extrema der Fehlerkurve nicht 
genau n + 2 ist, so kann man meist durch eine geeignete Auswahl von Extrempunkten oder durch 
Hinzunahme anderer Bedingungen im wesentlichen auf das obige Formelschema zurückkommen. 
In gewissen Fällen wird die Verbesserung auf T-Approximatlion durch Polynome zurückgeführt. 


(5) R*(2) — 


ulle Mic, 


Der Iterationsprozeß 


Falls R* ebenso wie R nicht ausgeartet ist, kann man R* ebenfalls wach obigem Schema 
verbessern. Man erhält einen Iterationsprozeß, wenn man immer auf nicht ausgeartete Funk- 
tionen gestoßen ist. Es ist leicht zu sehen, daß die in WI, r) ausgearteten Funktionen gerade 
die Klasse Al -— 1, r— 1) bilden. Es kann durchaus vorkommen, daß die gesuchte Funktion 
Tl, r) ausgeartet ist. 

Sie fällt dann a fortiori mit T(I— 1, r— 1) zusammen, und es ist „(l, r) = n(I—1,r—1). 
MEINARDUS [3] hat darauf aufmerksam gemacht, daß man dieses Zusammenfallen an Hand der 
Extrema der Fehlerkurve bereits feststellen kann, wenn man die Approximation in R(l— 1, 
r — 1) durchgeführt hat. 

Stellt sich jedoch heraus, daß (l,r) <n( —1,r—1) gilt, so kann keine Funktion 
Res, r) entarten, deren Abstand von f kleiner als y( — 1,r— 1) ist. 

Um diesem Sachverhalt Rechnung zu tragen, denke man sich die Klassen Wil, r) bezüglich 
ihrer Argumente in einer Matrix angeordnet. Will man für eine bestimmte Klasse die T-Approxi- 
mierende berechnen, so geht man auf einer Parallelen zur Hauptdiagonale vom Rande der Matrix 
aus bis zu der gewünschten Klasse und bestimmt Schritt für Schritt die T-Approximierenden. 
Hat man T(l—1,r— 1) gefunden, so ist dies entweder bereits 7(l, r) oder man kann mit Hilfe 
von 7(!— 1,r— 1) zu einer in Rd, r) nicht ausgeartelen Funktion R kommen, deren Abstand 
von / kleiner als y( —1,r— 1) ist. Von R führt die Iteration, wie man nachweisen kann, auf 
T(l, r). Sind gewisse zusätzliche Voraussetzungen erfüllt, so kann man zeigen, daß die Kon- 
vergenz quadratisch ist. 


Literatur 
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_ " Kovarianzen aller Prozesse eG) und M= U Mk, (= 


lb go) = Gesamtheit aller a(l) nach (i), 
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B. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG UND STATISTIK 


Über die Mittelwertfunktionen 
schwach stationärer Zufallsprozesse 


Von FRIEDHELM EICKER 


is sei G die Gesamtheit aller schwach stationären Zufallsprozesse {x{l); leT}. Der 

Parameterbereich 7 sei entweder die Meng "ganz Tablen RUD Be} 
in : R ıtweder die Menge der ganzen oder der reellen Zahlen At. Die Kovarianz- 
funktion eines Prozesses ist definiert durch 
Rs—D=Ef{cs)al}, s,teT, 

ir ip a 1 ale ctelı Nnrans ot; IN 1 “ 1 
und wird für 7 == Rl als slelig vorausgesetzt (xl) bedeutet die zu x(l) Konjugierl komplexe 
Zufallsvariable bei komplexwerligen Prozessen). Die eigentliche Kovarianz/unklion ist definiert 
durch . 
(1) r(s, 1) = cov (x6s), &()) = Rs —l) — u(5) u) ; 


im Gegensatz zu stark stationären Prozessen braucht hier w(l) = E {x(Ö} nicht konstant zu 
sein. Für die Mengen M,an, der Mittelwertfunktionen von Zufallsprozessen eG mit der 


_ eigentlichen Kovarianz r(s, {) gilt dann der folgende Satz: 


Satz: Es gibl in My«,y mindestens zwei linear unabhängige Funktionen dann und nur dann, 
wenn eine der folgenden Beziehungen gilt (welche unlereinander äquivalent sind): 


(i) r(S, !) | b eilmı 8 — Yal) + beilms— md + a, einıls—u) 1 A, eins —t) 5 


wobei b + 0 eine komplexe Zahl ist und a, und a, reell sind mit a, a, Z |b|?; ferner ist0 Sp <P 
<2n bei diskrelem I, <®o bei kontinuierlichem L; 
(ii) jede Funktion in M,;,(,y ist von der Form 


ul) Zi en eral, 


wobei c=+ 0 eine komplexe Zahl ist; 
(iii) jeder Prozeß mit einer Mittelwertfunklion aus My, {sl von der Form 


x) = entz + er'z, 


zueinander orlhogonale Zufallsveränderliche sind mit y=varz, j= 12; {cd} 


wobei z, und 2, 
{ralverleilungsfunktion ist die Summe zweier 


wird dann ein singulärer Prozeß genannt. Seine Spek 
reiner Sprungfunklionen. 
Bei diskretem ! kann man den Salz mit elementaren Mitteln durch eine Analyse einer aus. 
' (1) erhaltenen "Yosruırz-Matrix, deren Elemente in jeder Zeile (oder Spalte) eine Differenzen- 
gleichung zweiter Ordnung befriedigen, beweisen. Einen anderen Beweis für allgemeine ! erhält 
man unter IIeranziehung der Spektraltheorie schwach stationärer Prozesse und unter Benulzung 
des Frs£gschen Approximalionssalzes. Wegen des begrenzten Raumes muß auf eine Wiedergabe 


_ verzichtet werden 


Aus dem Satz lassen sich Einteilungen der Mengen G (= Gesamtheit der eigentlichen 


Gesamtheit der Mittelwertfunktionen 


r(s,t)e @ 
) in einander eindeutig entsprechende Klassen folgern derart, 


tlichen Kovarianzfunktion aus einer k-Klasse C G nur 
Klasse CM haben kann und umgekehrt; im 


schwach stationärer Prozesse 


daß ein Zufallsprozeß mit einer 'eigen 
eine Mittelwertfunktion aus der zugeordneten *- 


einzelnen ist 
k, = Gesamtheit der nur von s— I abhä 
die Klasse 
eivt mit beliebiger komplexer Konstanten za und reellem 


ngigen eigentlichen Kovarianzen. Ihr ist zugeordnet 


3 = Gesamtheit aller ul) =.4 


gwsp<2n bei diskretem 2). 


Für jedes Zahlentripel b, 91 Pa 


kb, Pr» Pa) = Gesamtheit aller r(s D) nach (i) mit variablem 4; und q,. 
c- variabel #0. i 


mit den im Satz angegebenen Bereichen sei 
Zugeordnet ist 
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kfr(s,} = Gesamtheit aller r(s, I), für welche r(s, D — T,(5, D) nur von s —L abhängt (755 ) 
kann als ein Repräsentant der Klasse angesprochen werden). Zugeordnet ist 

x{r,(8,0} = Gesamtheit aller ul) = et u), 9 beliebig reell, Hei) derart daß 765, dr 
j1($) A) nur von s— Lt abhängt; der Index 0 durchläuft in beiden Fällen eine 
Menge von mindestens abzählbar unendlich vielen Dimensionen. . 

Eine Abbildung, welche in einer gewissen Weise zu der obigen invers ist, ist von BALA- 
KRISHNAN [1] und YLVISAKER [2] angegeben worden. Sie besteht darin, daß zu jeder IKovarlanz- 
funktion R (s — I) die Gesamtheit der-mit R (s — I) verträglichen Mittelwertfunktionen bestimmt 
wird, wobei in [2] der durch R(s— I) als reproduzierendem Kern aufgespannte IHılzerr-Raum 
benutzt wird. 

Bei reellen Prozessen besteht x, nur aus der Schar der konstanlen Funktionen sowie — bei 
diskretem 2 — aus der Funktionenschar + c, —c, +06, —6, ..., wo c der Scharparamelter ist. 
Jede der übrigen x-Klassen besteht nur aus zwei trivialerweise vorhandenen Elementen, nämlich 


10) und — ul). 

Für die Regressionsanalyse reeller Zufallsprozesse {z(l)} ergibt sich folgende Konsequenz. 
Es sei z() = p(l) + x(l), wobei die Regressionsfunktion p(l) irgendein Element aus einem Funk- 
tionenraum ® und {x{l)} ein schwach stationärer Zufallsprozeß mit unbekannter Mittelwert- 
funktion ist. Unter diesen Vorausselzungen ist die Regression genau dann eindeutig, wenn 
der Durchschnitt My«a,yn ® höchstens ein Element enthält; dabei ist r(s, I) = cov (z(s), z()) 
— cov (x(s), x()). Ist © ein linearer Raum (lineare Regression) und ist w(l) € Mys,g, SO 
muß zw(l) « ® gelten. In der Praxis läßt sich die Eindeutigkeit außer bei gewissen Mengen 
® selten direkt nachprüfen, da w(l) bzw. r(s, {) häufig unbekannt sind. Andrerseits wird man im 
allgemeinen jedoch deshalb mit Eindeutigkeit rechnen können, weil Mn® von endlicher 
Dimension ist, während M mindestens abzählbar unendlich viele Dimensionen besitzt und 
jedes Element aus M als Mittelwertfunktion auftreten kann. — Ein Regressionsmodell mit 
den angegebenen schwachen Voraussetzungen wird dadurch nahegelegt, daß auch die Spektral- 
theorie schwach stationärer Prozesse und ihre Schätzverfahren keiner Annahme über die 
Mittelwertfunktion der Prozesse bedürfen. 


Literatur 


[1] A. V. BALAKRISHNAN, On a characterization of covariances, Ann. Math. Stat. 30 (1959), pp. 670—675. 
[2) Nırs DowaLo YLVISAKER, A Generalization of a Theorem of Balakrishnan, Ann. Math. Stat. 32 (1961), 
pp- 1337—1339. 
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Über einige einfache Verknüpfungen von Markoffschen Ketten 


‘ 


Von E. IlEnzE 


In vielen Anwendungen, z.B. in der modernen Theorie der Datenübertragung oder bei 

der Beobachtung von Zufalls-Zahlenfolgen, die durch Elektronenrechner erzeugt werden, werden 

Folgen von binären Ziffern betrachtet und deren wahrscheinlichkeitstheoretische Struktur unter- 

sucht. Oftmals handelt es sich dabei nicht um Folgen von unabhängigen Zufallsvariablen, 

sondern um Folgen mit der Struktur einer MArkorrschen Kette. Solche Folgen werden dann in 

einfachen Rechenschaltungen miteinander gliedweise verknüpft und es entsteht natürlich sofort 
die Frage nach der wahrscheinlichkeitstheoretischen Struktur des resultierenden Prozesses. 


Wir beschränken uns hier auf die Betrachtung der Verknüpfungen von MArkorrschen 


Kelten mit nur je denselben zwei Zuständen; es sollen auch nur zwei solche Ketten miteinander 
verknüpft werden, die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Ausgangsketten ist ganz offensicht- 
lich und sofort zu übersehen. Die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Zustände ist sicher 
ebenfalls möglich, aber oft schon sehr unübersichtlich. 


Gegeben seien also zwei voneinander unabhängige MArkorrsche Ketten mit je den beiden 
Zuständen a und b: 


U643 n= LA und Denen x 
mit den Matrizen der stationären Übergangswahrscheinlichkeiten 


ke a) k* ie) 
va Po Ava Aw > 
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und den Startwahrscheinlichkeitsverteilungen 


% {AA} und {B„B}. 

4 Wir betrachten nun Prozesse, die allgemein aus der Familie von Zufallsvariablen 
2, = (en, Yn) : 

mil eindeuligem /(.,.) bestehen. Es liegt also ein eindeutiges Funktional von zwei MARKOFT 

Kelten vor und wir erwarten natürlich, daß, dieser resultierende Prozeß im allgemeinen keine 

MArKoFFsche Kette mehr sein wird. Für drei spezielle und für die Anwendungen wichtige Formen 

der Verknüpfung, nämlich für die nach den Vorschriften: a=0,b=1 und 


) ze +! (mod. 2) 
2) z,=U+t Yn 

2 3)) = Yn 
| gebildeten Ergebnisprozesse sollen zunächst notwe 
gegebenen Übergangsmatrizen dafür angegebe 
Ketlen sind. 

Aus beweistechnischen Gründen kann man dabei noch vor 
gen der beiden ursprünglichen Ketten stationäre Verte 
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten vom Zeitparameter n nicht abhängen. Diese Einschränkung 
sicht zunächst sehr schwerwiegend aus, sie ist es aber nicht, man bekommt ohne sie ganz analoge 
Ergebnisse, die sich nur insofern unterscheiden, daß bei den resultierenden Prozessen im Falle, 
daß diese keine MAarkorrschen Ketten sind, die bedingten Wahrscheinlichkeiten 


2 {Zu | Zn—bin—ı:- N 


nicht mehr stationär, sondern vom Zeitparameter n abhängig sind. Es ist auf einmal also der 
Nullpunkt auf der Zeitachse wieder ausgezeichnet, obwohl das bei den Ausgangsketten nicht 
zu schen war. 

Der Fall 1), also der Addition mod 2 der beiden Ausgangsketten ist der für die Anwendungen 
und auch rein mathematisch interessanteste. Er ist nämlich noch dadurch ausgezeichnet, daß 
die Operation die zyklische Gruppe der Ordnung 2 erzeugt, die anderen — auch die später noch 
betrachteten — Verknüpfungen dagegen nicht Gruppen darstellen. 

Um notwendige Bedingungen dafür herzuleiten, daß der Resultatprozeß wieder eine 
Marxorrsche Kette ist, geht man von den’ bedingten Wahrscheinlichkeiten 


P,=Pa=j|y-1ı=J + 


schen 


ndige und hinreichende Bedingungen an die 
n werden, daß diese Prozesse wieder MARKOFrsche 


nr" 


N ea Sr E22 


aussÄlzen, daß die Startverleilun- 
ilungen sind, d.h. daß die absoluten 


und j 
Pryr = 22, == Klaas = ]) n—. = ü 
aus. Es muß doch 
Pooo = Pıoo; Poio = Pııo 


sein — für die Wahrscheinlichkeiten für die anderen noch existierenden Yeriablenkunbinaugken 
ist das dann entsprechend erfüllt — oder, falls z. B. das Ereignis („—ı = —2 = 0} die Wahr- 
scheinlichkeit O hat, muß; B £ 
ö / Po=Po; Por = Pıo 
gelten. Schreibt man diese Gleichungen ausführlich hin, so erhält man als notwendige Bedin- 
gungen für die Übergangswahrscheinlichkeiten der Ausgangsketten, daß enlweder Fe Ant 
beiden Ausgangskelten eine Gleichverteilung in den Be el 2 Be je r 
gleich 1/2 — haben muß, daß beide Ketten unabhängige Variable, also bergangsma rizen mi 
identischen Zeilen besitzen müssen oder daß beide Ketten doppelt stochastische Matrizen we 
müssen, also jeweils die Wahrscheinlichkeiten für das Verweilen in einem der beiden Zus n c 
und die Wahrscheinlichkeiten für die Übergänge von einem in den anderen Zustand paarweise 
leich sein müssen. Er 
3 Daß diese Bedingungen auch hinreichend sind, kann man durch vollständige Induktion 
nach k in den bedingten Wahrscheinlichkeiten 
P {Zn | Zu—lin—2 +9 Zn R 
Aeicht zeigen. Die resultierende Kette hat im Falle der Gleichverteilung in den en 
- scheinlichkeiten einer der beiden Ausgangskelten ur a ne a Ka en 
14 + « n 1 ari » r » gangs » g 
1 & y inli >11; 5 nabhängige Variable, wenn beide Ausg 
‚gangswahrscheinlichkeiten; hat selbst u 
Een und selbst eine doppelt stochastische Matrix, en Bis ee en N 
F i ü Fall der Verknüpfung von mehr a 
: Hieraus folgt sofort, daß auch für den \ ung. au 2 
Ketten auf re dieselben Bedingungen notwendig und hinreichend dafür sind, daß die 


Ergebnisprozesse wieder Manxorrsche Ketten sind. R 
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Im Fall 2), d. h. im Fall der gewöhnlichen Addition der beiden Ausgangsketten erhält man 
durch dasselbe Vorgehen die Aussage, daß dafür, daß der Resultatprozeß wieder eine MARKOFF- 
sche Kette ist, notwendig und hinreichend ist, daß entweder trivialerweise wieder beide Aus- 
gangsketten unabhängige Zufallsvariable haben oder daß beide identische Übergangsmatrizen 
besitzen. Der Fall 2) unterscheidet sich schon dadurch vom ersten Fall, daß hier nicht zwei 
Resultatzustände vorliegen, die je auf zwei Weisen entstehen können, sondern, daß drei Resultat- 
zustände 0,1 und 2 existieren, von denen die 0 und die 2 nur auf je eine Art, die 1 dagegen auf 
zwei Arten gebildet werden. : 

Im Fall 3), also der Multiplikation der beiden Ausgangsketten hal der Resultatprozeß 
wieder die beiden Zustände 0 und 1, von denen die 1 nur auf einem Wege, die 0 dagegen auf drei 
Wegen hergestellt wird. Hier stellt sich heraus, daß der Ergebnisprozeß dann und nur dann 
wieder eine Markorzsche Kette ist, wenn entweder trivialerweise wieder beide Ausgangsketlen 
unabhängige Zufallsvariable haben; wenn eine der Ausgangsketten den Zustand 0 als l-absor- 
bierenden Zustand besitzt, der mit Wahrscheinlichkeit 1 in einem Schritt vom anderen Zustand 
her erreicht wird; oder wenn beide Ketten den Zustand 0 als l1-absorbierenden Zustand besitzen. 


Betrachtet man nun die erzielten Ergebnisse auf ihre Gemeinsamkeiten hin und geht wieder 
allgemein zu zwei MArkorrschen Ketten mit je den beliebigen beiden Zuständen a und b über, 
so kann man jetzt ganz allgemein folgende Aussagen machen: i 


Betrachtet man zwei MArkorfrsche Kelten mit je denselben zwei Zuständen und mit 
stationären Übergangswahrscheinlichkeiten, so kann man je nach der Art der gewählten Ver- 
knüpfung einen resultierenden stochastischen Prozeß mit nur einem, zwei, drei oder höchstens 
vier möglichen Zuständen erhalten. 

1 Der Fall, daß nur ein möglicher Resultatzustand vorliegt, ist trivial und wird nicht 
etrachtet. 


In allen weiterhin geschilderten Fällen ist ferner der triviale Sonderfall, daß beide ursprüng- 
lichen Ketten unabhängige Zufallsvariable besitzen, stillschweigend unterdrückt worden. 


Bei zwei möglichen Resultatzuständen kann man bis auf Vertauschungen der Zustände 


a und b fünf mögliche Verknüpfungsarten zur Bildung des Resultatprozesses definieren und 
symbolisch folgende Tabelle aufstellen: 


. 


nee | Notw. u. hinr. Krit. f. MK binäre Realisierung 
(43) 
GB 
immer MK — 
alz x 
Pi ,lo 0 | 
ja =: * 
7 x 0 / |immer MK — 
biz 0 
|a b * A i : Dr 
a) Eine Kette Gleichverteilung 
ran b) Beide Ketten doppelt stochastische %a + Yn (mod. 2) 
Matrizen 
bi0 x 
ja b a) Beide Ketten «a als l-absorb. Zustand 
| b) Eine Kette a als l-absorb. Zustand, der 
al x mit Wahrsch. 1 von b her in einem En Yn 
biz 0° Schritt erreicht wird 
a r mm sis — 
. a) Erste Kette a und zweite Kette b als 
K b b) eg Zust. R 
örste Kette a oder zweite Kette 5b als 
5 = % l-absorb. Zust., der mit Wahrsch. 1 vom (Un) 
0 z a her in einem Schritt erreicht 
Ww ; 


Bei drei möglichen Resultatzuständen kann man bi 
f er s auf Vertausch r 
Art analog eine Anzahl von vier möglichen Verknüpfungen aufsbeilenten der oben erwähnten 
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Verknüpfungs- > : ni | 
Be Notw. u. hinr. Krit.f. MK binäre Realisierung 
en ee ee ER ER eu EEE SEE 
IK b | 
Eee 2. Kette unabhäng. Variable —_ 
N 000 
ja b 
Alert l. Kette unabhängig. Variable = 
bl DO 
| « b | 2 : . 
23 Übergangsmatrix der einen Kette geht 
Fa: durch Vertauschen von Zeilen und alYyn 
Spalten aus der anderen hervor 
b|Dx 
K b | 
le | 
Arge | Beide Ketten identische Matrizen n + Yn 
v|x D | 


Bei vier möglichen Zuständen des Resultatprozesses erhält man offensichtlich das kartesische 
Produkt der Ausgangsketten. Hier liegt als Ergebnis stets eine MARKOFFsche Kett€ vor, und man 
kann allgemein für das kartesische Produkt von N solchen Kette die Übergangswahrscheinlich- 
keiten der Resultatkette angeben, nämlich 


P{n= (where In) ni = (iv dar oda) = Pi Pinde > Pindns 
wobei der obere Index rechts die Nummer der Ausgangskette bedeutet. 


Anschrift: Dr. E. HExze, Ulm, Burgunderweg 9 


Der doppelte Aspekt eines Wahrscheinlichkeitsintegrals 
und der Gruppenvergleich. 


Von PAUL LORENZ 


’ 


Die Verteilung der Mittelwerte M von Proben des Umfangs n aus einer Ursprungsgesamt- 


"heit oder Universum (My; oy) kann bekanntlich mit guter Näherung approximiert werden durch 


1 
a TEST 
Be mit ne Mr 


. / ES 1 
s: ler: olhn 


wenn die Ursprungsverteilung gewisse Bedingungen erfüllt, die in der statistischen Praxis oft 


erfüllt sind. Das Integral über D(M):dM von — oo bis (Mep — Mp): (oy/yn) ist dann die 


Gesamtwahrscheinlichkeit der Proben, für die gilt M < Me. Fordert man, daß der Wert des 
Integrals groß sei, zum Beispiel 0,99, so muß die obere Grenze des Integrals groß sein, der Wert 
von My also klein, und man findet mittels einer Tafel der Normalverteilung einen Zahlenwert 


- » für die obere Grenze des Integrals und damit auch für die untere Grenze My des Mutungsbereichs 


für My, da es mittels Koordinatentransformation gelingt, die zweite Unbekannte, oy, zu elimi- 
nieren. Man hat also auf Grund der Gesetzmäßigkeit (1) einen Weg gefunden, mittels einer Probe 
vom Umfange n, bestehend aus n Einzelziehungen mit Zurücklegen eine Wahrscheinlichkeits- 
aussage über die untere Grenze My des Mutungsbereichs von My zu machen. 

° Man kann nun den Überlegungen einen wesentlich andern Aspekt geben und zwar 
einen solchen, der einen direkten Wahrscheinlichkeitsschluß auf My erlaubt. 
ö Die obere Grenze des Integrals hängt abgesehen von n und oy nur von der Differenz zwischen 
M.xp und My ab, wobei Minuend und Subtrahend feste Größen sind. Man darf diese Differenz 


ersetzen durch die Differenz zweier sich immer um gleichviel ändernden variablen Größen, ins- 


besondere um die Differenz zwischen dem Mittelwert M einer beliebigen Probe und dem zu- 
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gehörigen My, so daß also M— My = Mey — Mo ist. Dann gehen die Eingrenzungen des 
Integrals über in 
2) —o<x=(M— My) :(ou//n) S (M—Mv) : (oulfn), also My < My, 


das heißt, My liegt richtig. 
Das Integral ändert seinen Charakter nicht durch die Vertauschungen in der oberen Grenze. 
Es bleibt ein Wahrscheinlichkeitsintegral und bedeutet die Gesamtwahrscheinlichkeit aller My, 
die sich auf Grund der festen bekannten Größe Mexp, der festen unbekannten Größe My und der 
variablen Größe M ergeben, und für die My < My gilt. Diese Gesamtwahrscheinlichkeit, sie 
heiße 1 — ü, darf man gemäß Forderungen der statistischen Praxis festsetzen. Setzt ‚man 
ü, = 0,01, so heißt das: Welche Probe vom Umfange n man auch aus dem Universum ziehen 
mag, so darf man in 99 von 100 Fällen damit rechnen, daß die Werte, die man für My findet, 
richtig liegen, anders gesagt, daß das wirkliche Mittel My nicht kleier ist. Das gilt auch für 
den Fall M = Mexp- Das Symbol ü, bedeutet die Wahrscheinlichkeit, daß My falsch liegt. Wir 
nennen sie Irrtums- oder Überhangswahrscheinlichkeit. Man findet nach einigen Umformungen 
My= Mexp—T'Gexp wobei der Faktor r von n und dem für ü, gewählten Werte abhängt. 
Die Werte von r hängen mit den Werten der „STUDENT-Verteilung‘‘ zusammen. Sie sind tabel- 
liert!). 
Die zur Berechnung einer oberen Grenze für den Mutungsbereich von My nötige Wahl 
einer Überhangswahrscheinlichkeit ü, hängt nicht von der Wahl des Wertes für ü, ab und um- 
gekehrt. Esist aber, da die Verteilung der Mittelwerte von Proben in der Regel mit guter Näherung 
symmetrisch ist, meist zweckmäßig, für beide Mutungsgrenzen dieselbe Überhangswahrscheinlich- 
keit zu wählen. Es gilt My = Mexp + T Gexp- 
Der Vergleich vergleichbarer Gruppen, zum Beispiel der Erträge von Gerstesorten geschieht 
nun dadurch, daß man für jede Gruppe Mittelwert Agexp und Streuungsmaß ocxp berechnet und 
daraus nach Wahl eines Wertes für ü, unter Berücksichtigung der Gruppenumfänge die Mutungs- 
bereiche für die verschiedenen Mg. Wenn die Mutungsbereiche für zwei Gruppen nicht über- 
lappen, so heißt das, daß die beiden My, mindestens mit der Wahrscheinlichkeit 1—ü von 
einander verschieden sind. 
Das Verfahren kann leicht auf mehrfach gegliederte Statistiken ausgedehnt werden. 
Man kann ein Modell dafür zum Beispiel wie folgt beschreiben. Beobachtet und gemessen 
sind die Erträge von 5 Getreidesorten an 6 Anbau-Orten in 3 Erntejahren. Die zu jeder Gruppe 
(hier Sorte) gehörige Ursprungsverteilung ist durch Überlagerung entslanden und zwar aus 
I. der Verteilung der Mittelwerte der Erträge an den 6 Anbau-Orten, 
II. der Verteilung der Mittelwerte der Erträge in den 3 Erntejahren, 
III. einer „Restverteilung“. 
Von der Verteilung III und den durch Überlagerung entstehenden II + III und I+ II+ III 
wird vorausgesetzt, daß sie im Mittelstück dicht besetzt sind und nach beiden Seiten mehr oder 
weniger steil abfallen. 
Die Aufgabe | 
1) Man soll für jede Sorte s mittels einer Probe von n, Einzelziehungen mit Zurücklegen (bildlich 
gesprochen) zunächst ohne Berücksichtigung von Anbau-Orten und Erntejahren einen Mu- 
tungsbereich für My ermitteln. i 

2) Man soll die Wirkungen der Anbau-Orte berücksichtigen. 

3) Man soll auch die Wirkungen der Erntejahre berücksichligen. 

Die Antwort auf Ziffer 1) ergibt sich wie oben beschrieben. Zu Ziffer 2) Man wird annehmen 
“ dürfen, daß sich die Einflüsse der Anbau-Orte in den Mittelwerten der Erträge an den verschie- 
denen Anbau-Orten ausdrücken. Sie mögen M,; heißen. Wir schalten die Verschiedenheit 
dieser Einflüsse dadurch aus, daß wir die Ausdrücke my; — My: + M, bilden, wobei der Index s 
die Sorte bezeichnet, der Index i den Anbau-Ort und der Index j das Erntejahr. myi; bezeichnet 
eine einzelne Beobachtung, M, den Gesamtmittelwert der Sorte s. Der Mittelwert des abgekürzt 
geschriebenen Ausdrucks m— M; + M ist M und die Varianz 


6) | IEm-Myalyninne 
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mit Benutzung der Bezeichnungsweise der Varianzanalyse. 


E Das ist die nach Berücksichtigung der verschiedenen Einflüsse der Anbau-Orte noch nicht 
geklärte Varianz der Erträge der Sorte s. Die mit ihr genau wie oben berechneten Mutungs- 


a A Paur LorENz, „Anschauungsunterricht in Mathematischer Statistik‘, Leipzig, Hirzel, Bände II, 1 
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dann wäre auf Grund einer Realis 
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bereiche für die mittleren Erträge der Sorten werden natürlich kürzer, die Schätzungen für die 
Sortenerträge bestimmter. i 

Um aueh die Erntejahre zu berücksichtigen, bilde ich m 
wert hiervon ist M und die Vaxianz 


M; 


M; + 2M. Der Mittel- 


1 
ns u | o “2 
= EEE (m—M;—M;+M} =0.: 
? Ei) 
und man findet schließlich als Mutungsbereiche für die von den Einflüssen der verschiedenen 
Anbau-Orte und Erntejahre bereinigten mittleren Sortenerträge 


we 2 
My = Mexp ET «OÖ oxp 
und 
x 
Mo Mayr Gm 


Zum Schlusse sei gestattet, darauf hinzuweisen, daß von Nullhypothesen kein Gebrauch 
gemacht wird, daß die Rechnung sich nicht mit paarweisen Vergleichen befaßt und daß nicht 
vorausgesetzt wird, daß die Streuungen der verschiedenen Universa gleich oder näherungsweise 
gleich seien. 


Anschrift: Professor Dr. PAUL LorEnz, Berlin-Schlachtensee, Kaiserstublstraße 21 


Verteilungsunabhängige statistische Methoden”) 


Von J. PFANZAGL 


Aus zeitlichen Gründen muß sich der Vortrag auf das Testen „von Hypothesen“ beschrän- 

ken. Diese Beschränkung ist jedoch nicht sehr einschneidend, weil sich die Aufgabe, Konfidenz- 

- bereiche und mediantreue Schätzfunktionen zu bilden, auf bestimmte Testaufgaben zurückführen 
läßt, eine Frage, die in dem Kurzreferat von Herrn E. WALTER behandelt wird. 


” 


Grundbegriffe der Testtheorie 
Gegeben sei ein abstrakter Raum %, der sogenannte Stichprobenraum mit den Punkten z, 
ferner ein o-Körper A von Mengen aus X und eine Familie von auf X definierten Wahrscheinlich- 
keitsmaßen {P, :d e 2}, die durch einen Index 9 unterschieden werden, der Werte in einem 
abstrakten Raum Q, dem sogenannten Parameterraum annimmt. Im Parameterraum Q sei ein 
Teilraum w, der sogenannte Fypolhesenraum, ausgezeichnet. Unter einem Test verstehen wir — 
inhaltlich gesehen — ein Verfahren, auf Grund einer Realisation x ein Urteil über die Richtigkeit 
der Hypothese 9 e o abzugeben. Formal kann ein solches Verfahren durch die Angabe einer 
- Testfunktion p(x) charakterisiert werden. j 
px) gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der die Hypothese auf Grund der Realisation X 
abgelehnt wird. p@x) darf demnach nur Werte in dem Intervall [0, 1] annehmen. E, p = [P®) dP; 
ist daher die Wahrscheinlichkeit, mit der die Hypothese abgelehnt wird, wenn Ö der gültige 
Parameterwert ist. Als Funktion von % betrachtet, heißt E5 p Gütefunktion. Für © € © wird E59 
auch Teststärke genannt. 
Gäbe es eine Testfunktion 9, 50 daß 
E Er u für deo 
Po = 1. fürde®, 
ation x ein fast sicherer Schluß auf das Zutreffen oder Nicht- 
zutreffen der Hypothese möglich. In allen praktisch relevanten Fällen sind die Wahrscheinlich- 
keitsmaße jedoch paarweise absolut stetig. Man muß daher zwangsläufig das Risiko auf sich 
nehmen, auf Grund des Tests auch falsche Urteile abzugeben. Üblicherweise wird eine bestimmte 
— sehr kleine — Irrtumswahrscheinlichkeit & vorgegeben und verlangt, daß 


E,p<a für alle dem. 
In der Regel werden aber nicht alle X-meßbaren Testfunktionen mit der Irrtumswahr- 
scheinlichkeit « zugelassen. Es werden vielmehr meist aus theoretischen oder praktischen Gründen 
zusätzliche Forderungen aufgestellt, z. B.: 


1. Das Urteil über Zutreffen oder Nichtzutreffen der Hypothese soll durch die Realisation & _ 
eindeutig bestimmt sein, d.h. p(x) soll nur die Werte 0 oder 1 (aber keinen der Werte aus dem 


Intervall (0, 1)) annehmen. (Ein solcher Test heißt nichtrandomisiert.) 


a nn 
. *) Auf Einladung der Tagungsleitung gehaltener Hauptvortrag. 
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2. Es soll E, p = a für alle # € » gelten. Ein solcher Test heißt ähnlich. ARE 
3. Der Test soll unverfälscht sein, d.h.,essol,p Z& für alle #e©®. Nur nebenbei sei bemerkt, 


daß die Forderungen nach „Ähnlichkeit“ und „Unverfälschtheit” nicht völlig unabhängig, 
sind: Unter gewissen Stetigkeitsvorausselzungen muß ein unverfälschter Test für die aus den 
Randpunkten von & bestehende Hypothese ähnlich sein. 

4. Die Testfunktion soll invariant unter gewissen Transformationen sein. 


Es sei ®, die Klasse der zugelassenen Testfunktionen mit der Irrtumswahrscheinlichkeit c. 
Eine Testfunktion p, € D, heißt frennscharf bezüglich ®, gegen die Alternative DR wenn Es, p 
< Es, Po für allep € D, (d. h., wenn es in ®, keine Testfunktion gibt, deren Gütefunktion an der 
Stelle 9, einen größeren Wert als die Gütefunktion von 9, besitzt). = 

Läßt man alle X-meßbaren Testfunktionen zu, so gibt es nur selten eine Testfunktion, die 
gegen alle d € © trennscharf ist. Man müßte daher grundsätzlich vor jeder Anwendung festsetzen, 
gegen welche Alternative der Test besonders empfindlich sein soll. Durch eine Einschränkung 
der Klasse der zugelassenen Testfunktionen kann man jedoch in vielen Fällen erreichen, daß eine 
eingeschränkte Klasse 2% eine Testfunktion enthält, die trennscharf bezüglich D, gegen alle 
9 ewist. Diese Einschränkung geschieht meist dadurch, daß die Forderungen 2—4 einzeln oder 
in Kombination erhoben werden. 

Besteht & nur aus einem einzigen Element d,, so kann man eine in der Klasse der X-meß- 
baren Testfunktionen trennscharfe Testfunktion für die einfache Hypothese 9 = d, gegen die 
Alternative 9 = d, mit Hilfe des Fundamentällemmas von NEYMAN und PEARSoN finden. Für 
den Fall zusammengesetzter Hypothesen (d. h., wenn & mehr als ein Element enthält) gibt es 
kein Verfahren, das stets zu einer optimalen Lösung führt. Für den — praktisch kaum inter- 
essanten Fall, daß » aus endlich vielen Elementen besteht, wird die Frage nach der Existenz 
eines trennscharfen Tests durch eine Verallgemeinerung des Fundamentallemmas von NEYMAN 
und PrArson weitgehend beantwortet. In allen anderen Fällen ist man darauf angewiesen, durch 
Kunstgriffe die zusammengesetzte Hypothese auf eine einfache zurückzuführen. Das letztlich 
auf A. Wanp zurückgehende Verfahren der „least favorable distributions“ (LEHMANN, S. 91) 
kann hier nuram Rande erwähnt werden. Für die Behandlung verteilun@sunabhängiger Probleme 
ist vor allem das Verfahren der „Tests von Neymaxscher Struktur‘ von Bedeutung. Dieses 
Verfahren ist dann anwendbar, wenn es einen echten o-Teilkörper U, < A gibt, der erschöpfend 
für _, aber nicht erschöpfend für & U {d,} ist. (X, heißt erschöpfend für &, wenn es zu jedem 
A eW eine Ay-meßbare Funktion f(x) gibt, so daß der bedingte Erwartungswert Ey I, = [a(z) 
für Pg- fast alled e w. Dabei ist /, die charakteristische Funktion der Menge A.) Gibt es eine 
Version des bedingten Erwartungswertes, die für festes x als Funktion von A betrachtet die Eigen- 


schaften eines Wahrscheinlichkeitsmaßes auf A besitzt, und gilt das gleiche auch für Ey I, (dies 
istim euklidischen Raum stets der Fall), so kann man einen bedingten Test bilden: Da, gegeben Kos 
die (bedingten) Wahrscheinlichkeitsmaße für alle de w gleich sind, ist damit das Testproblem 
zurückgeführt auf das Testen einer einfachen Hypothese. 

Als Beispiel einer Testaufgabe sei eines der klassischen Probleme, das sogenannte 2-Stich- 
probenproblem, angeführt: Gegeben seien N voneinander unabhängige zufällige Variable 


5 r 
X wor, pı Amts ...; Ay 


N(u, 0°) für ie 1l;.,..,m 
N(u + 6, 0°) für Dem ++ 1,2: N, - 
Demnach ist der Stichprobenraum X der Ry, W ist der o-Körper der Boreuschen Mengen, und 
der Parameterraum Q ist der Raum, bestehend aus den Punkten 

md), wm <mö<+Rn, 0<a<tm. 


Besagt die Hypothese, daß die beiden Mittelwerte gleich sind, so ist » ein 2-dimensionaler Teil- 
raum von 2 bestehend aus den Punkten (0, u, 0°). 


Für dieses Problem gibt es bekanntlich zu jeder Irrttumswahrscheinlichkeit a einen ähnlichen 
Test, der trennscharf gegen Alternativen mit beliebigen ö > 0 ist, nämlich den einseitigen {-Test. 


e 
X; sei verteilt nach 


Robustheit 


Bei der hier skizzierten abstrakten Formulierung des Testproblems gehen leider gewisse für 
die Anwendung wesentliche Aspekte verloren. Bleiben wir beim 2-Stichprobenproblem: Der 


I-Test löst die Aufgabe unter einer Reihe von Voraussetzungen, die bei der F 
meterraumes gemacht werden, und zwar: er ; ne De 


1. Unabhängigkeit, 
2. Normalverteilung, 
3. Gleichheit der Varianzen. 
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\ Was wir an diesem speziellen Problem feststellen, gilt allgemein: Die Familie ® wird be- 
stimmt, einerseits durch gewisse Vorausselzungen, die bei der Festlegung des Parameterraumes (2 
gemacht werden und andererseits durch die Hypothese, durch die » innerhalb des Parameter- 
raumes ausgezeichnet wird. Angenommen, wir erhalten eine Realisation x, für die p(x) = % 
Daraus werden wir schließen, daß das gültige Wahrscheinlichkeitsmaß nicht zu » gehört. Den 
weiteren Schluß, daß daher die Hypothese falsch sein müsse, Können wir aber nur dann ziehen, 
wenn wir wissen, daß die Voraussetzungen, die bei der Festlegung des Parameterraumes gemacht 
wurden, sicher richtig sind. 

Das Interesse der Mathematischen Statistik hat zunächst ausschließlich der Aufgabe ge- 
golten, einen Test zu finden, der trennscharf, also möglichst empfindlich gegen Abweichungen 
von der Hypothese, ist. 

Nun weiß man bei der Anwendung nie, wie genau die Voraussetzungen erfüllt sind. Ganz 
genau sind sie sicher nicht erfüllt. Es ergibt sich daher von der Anwendung her der weitere 
Wunsch: Der Test soll möglichst unempfindlich gegen Abweichungen von den Voraussetzungen 
sein. Diese Eigenschaft wird als robust bezeichnet. 

Grundsätzlich sind die beiden Forderungen nach Trennschärfe, d. h. großer Teststärke und 
Robustheit antagonistisch, denn die Forderung nach Rabustheit schränkt die Klasse der zu- 
gelassenen Tests weiter ein, was im allgemeinen eine Verringerung der Teststärke zur Folge‘ 
haben wird. So ist beispielsweise der F-Test für die Gleichheit zweier Varianzen in der Klasse 
der ähnlichen Tests trennscharf gegen alle einseitigen Alternativen; er ist aber sehr empfindlich, 
gegen Abweichungen von der Form der Normalverteilung (GAYEn, Box), so daß man sich, wenn 
man einen robusten Test haben will, mit einem Test geringerer Teststärke zufrieden geben muß. 
Hingegen ist der bereits erwähnte !-Test für die Gleichheit zweier Mittelwerte gegen Abweichungen 


‘von der Form der Normalverteilung verhältnismäßig robust, solange die Verteilungen nicht schief 


sind (BARTLETT, GEARY, GAYEN). (Der oben festgestellte Antagonismus zwischen großer Test- 
stärke und Robustheit ist allerdings nicht genereller Natur. Betrachtet man beispielsweise im 
Falle des 2-Stichprobenproblems bei konstanter Summe der Stichprobenumfänge diese als 
variabel, so erhöht die Gleichheit beider Stichprobenumfänge sowohl die Teststärke als auch 


‚die Robustheit.) 


Die einzige systematische Methode zur Auffindung robuster Tests besteht darin, die mög- 
lichen Abweichungen von den Voraussetzungen explizit in das Modell aufzunehmen und zu ver- 
langen, daß die Irrtumswahrscheinlichkeit von diesen nicht beeinflußt werde. Willman — um 
bei unserem Beispiel des 2-Stichprobenproblems zu bleiben, einen Test, der von der Voraussetzung 
der Gleichheit beider Varianzen unabhängig ist, so muß man den Parameterraum 2 erweitern 
zu (ö, u, 02, 0%). Dementsprechend wäre @ dann (0, a, 07, 03). Allerdings führt die Erweiterung 
des Parameterraumes in diesem Falle zu einem Testproblem mit sehr unübersichtlicher Struktur, 
dem sogenannten FISHER-BEHRENS-Problem. i 


: - Verteilungsunabhängigkeit 


Es gibt jedoch eine andere Voraussetzung, die sich in diesem Falle verhältnismäßig leicht 
beseitigen läßt: die der Normalverteilung. Zu diesem Zweck müssen wir von einer allgemeineren 
Formulierung des 2-Stichprobenproblems ausgehen: Gegeben seien N voneinander unabhängige 
zufällige Variable 

Ka Rn Rh ar REN 


F(&) füri=1l,...,m 
F(x — 6) fürri=m+J1,...,N. 


Dabei ist F(x), eine beliebige, nicht näher bestimmte, stelige Verteilungsfunktion, ö eine 
reelle nicht negative Zahl. Der Hypothesenraum © ist durch die Bedingung ö = 0 charakterisiert. 
(Das oben formulierte Testproblem erhalten wir, wenn wit die Klasse der Verteilungsfunktionen, 
die F durchläuft, auf die Normalverteilungen einschränken.) Ah; Y e 

Um einen Test von Neymanscher Struktur zu erhalten, haben wir einen für o erschöpfenden 
o-Teilkörper zu bestimmen. Da die -Wahrscheinlichkeitsmaße von ® invariant unter beliebigen 
Permutationen der Koordinaten (ip ..., ty) Sind, ist der permutationsinvarianle Teilkörper A 
erschöpfend. (Q* ist der o-Teilkörper aller A € 9 die mit einem Punkt (&, . . . x) a alle 
Punkte (di erh %,) enthalten, deren Koordinaten aus (&ü..+,2y) durch beliebige Permu- 


ionen hervorgehen.) Da F alle stetigen Verteilungsfunktiönen durchläuft, ist Ar komplett, 
a ran für die Hypothese 9 e w von Neymanscher BL bezüglich A* 
sind (Scuerr&, LEHMANN und Scherr£). Die bedingte Verteilung, gegeben A*, ist eine Gleich- 
verteilung über die N| Punkte, die aus (T, - +, Zv) durch Permutation der Koordinaten ent- 
stehen. Jede einzelne Permutation hat daher für alle 9 € » die bedingte Wahrscheinlichkeit 1/N]. 


X; sei verteilt nach 
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Um eine Testfunktion mit der Irrtumswahrscheinlichkeit a zu erhalten, haben wir daher einfach 
den Wert von pltis ++» X.) für [a N |] Permutationen gleich 1, für 1 Permutation gleich ° N! 
[x N1!], für die übrigen Permutationen gleich O zu setzen. Welche Permutationen dies sind, 
ist für die Größe der Irrtumswahrscheinlichkeit gleichgültig. 

Nicht gleichgültig ist dies natürlich für die Teststärke: Wir haben also festzulegen, gegen 
welche Alternative der Test eine große Teststärke besitzen soll. Es genügt für diesen Zweck 
allerdings nicht, den Wert von ö festzulegen: Das Wahrscheinlichkeilsmaß im Falle der Alter- 
nalive ist erst dann eindeutig bestimmt, wenn auch die Verteilung F festgelegt wird, 2.B. als 
Normalverteilung. In diesem Falle stellt sich übrigens heraus, daß die trennscharfe Testfunktion 
von dem speziellen d unabhängig ist. (Es sei ausdrücklich betont, daß die Wahl von F nur die 
Teststärke, nicht aber die Irrtumswahrscheinlichkeit beeinflußt!) 

Tests dieser Art — sie werden als Randomisierungs-Tests bezeichnet — besitzen zwar, wie 
aus den obigen Überlegungen hervorgeht, gewisse Optimalitätseigenschaften (sie sind im gewissen 
Sinne die „besten“ verteilungsunabhängigen Tests), sind aber aus rechentechnischen Gründen 
nur von geringer praklischer Bedeutung. 

Man begnügt. sich daher in der Praxis meist — wenn man verteilungsunabhängige Tests 
anwenden will — mit sogenannten Rang-Tests. Dieser Enfschluß beruht vom Standpunkt der 
Anwendung wohl vor allem auf der einfachen Handhabung der Rang-Tests. Es gibt darüber 
hinaus auch gewisse theoretische Gesichtspunkte, vor allem Invarianzbetrachtungen, die für eine 
Beschränkung auf Rang-Tests ins Treffen geführt werden können. 

Wie schon der Name sagt, wird bei den Rang-Tests gefordert, daß die Testfunktion nur von 
der Rangordnung der N Werte (x, . . ., &y) abhängt, nicht aber von den Werten selbst, m. a. W.: 
Der Stichprobenraum, in diesem Falle der Ry, wird in N! Teilräume zerlegt, und es werden nur 
solche Testfunktionen zugelassen, die innerhalb eines jeden dieser Teilräume Konstant sind. Da 
für de mw jedem dieser Teilräume die gleiche Wahrscheinlichkeit zukommt, nämlich 1/N1, ist 
die Verteilung der Testfunktion für alle Maße der Hypothese gleich, womit wir wieder bei einer 
einfachen Hypothese angelangt sind. 

In der Klasse der Rang-Tests gibt es selbst im Falle der Normalverteilung keinen, der 
trennscharf gegen alleö > 0 wäre. Man muß sich daher auf einen speziellen Wert von ö festlegen. 
Zu sehr einfachen Testfunktionen Kommt man bei Beschränkung auf lokaltrennscharfe Tests. 
(90 heißt an der Stelle ö= -+ 0 lokal-trennscharf bezüglich ®,, wenn 9, € ®, und wenn es zu 
jedem pe ®, ein d, > 0 gibt, so daß E,p < Ey, 9, für Ö e (0, ö,). Unter gewissen Regularitäts- 
voraussetzungen maximiert der lokal-trennscharfe Test den Anstieg der Gütefunktion an der 
Stelle öd = 0.) 

Im Falle des 2-Stichprobenproblems gibt es unter gewissen Regularitätsvoraussetzungen 
zu jedem Stichprobenumfang N einen Satz von Konstanten al), Ins: al”) derart, daß für den 
lokal-trennscharfen Rang-Test gilt: 


1 .. 2 N > ’ 
’ px) — Io für »E Ei) a'") | 


Dabei ist eu, = 1, wenn in dem nach der Größe geordneten N-Tupel %ay - » . , &n: der Wert u) 
aus der 1. Stichprobe stammt, sonst 0. 

Als wichtiges Beispiel wäre hier der Test von Fisu£rr und YATzs zu nennen, der lokal- 
trennscharf gegen normalverteilte Alternativen ist. 5 

Selbst wenn man sich auf Translationsalternativen beschränkt, kann man auf diese Art 
eine unübersehbare Zahl von Tests gewinnen, je nachdem, welche Verteilung man der Alternative 
-zugrunde legt. Man kann sogar die Konstanten tÜ unter Beachtung gewisser Nebenbedingungen 
(Uzawa) beliebig vorgeben: Es existiert stets eine Verteilung, der gegenüber dieser Test lokal- 
trennscharf ist. So ist z. B. der WILCOxoNn-(MAnn-Wninsey)-Test, der einfach von den Rang- 
zahlen a =i ausgeht, lokal-trennscharf gegen die logistische Verteilung. . 

Gegen das Konzept der lokalen Trennschärfe gibt es vom Standpunkt der Anwendung 
allerdings gewisse Bedenken: Es werden gerade jene Alternativen als Grundlage für die Maxi- 
mierung der Testschärfe gewählt, für die die Teststärke praktisch irrelevant ist, weil sich die 
Wahrscheinlichkeit für das Verwerfen der Hypothese hier auf jeden Fall nur unwesentlich von 
der Irrtumswahrscheinlichkeit unterscheidet, also sehr klein ist. Ein vom Standpunkt der An- 
wendung sinnvolles Optimierungsprinzip wäre beispielsweise, den Test so zu wählen, daß eine 
vorgegebene, praktisch relevante Ablehnwahrscheinlichkeit (z.B. 0,9) für möglichst kleine ö 
erreicht wird. Dies führt aber zu keinen so eleganten Lösungen. 

Die Bedenken gegen die Anwendung lokal-trennscharfer Tests werden jedoch dadurch etwas. 
abgeschwächt, daß eine experimentelle Untersuchung von TEIcHRoEW für den Test von Fısner 
und YATES gezeigt hat, daß er in den untersuchten Fällen — es handelt sich um Werte S 7 
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Die relative Wirksamkeit verteilungsunabhängiger Tests 


Die Abschwä s der Vorausse »n fü i rwei 
nee HEnMuR Get \ orausselzungen führt stets zu einer Erweiterung-von w. Diese 
ung von @ hat eine Einschränkung der Klasse ®, zur Folge (da nicht alle Tests von ® 
{ 5 IPIE r 6 perweilporte n r ı 1 1 1, i 
At ge en alle 9 des erweiterten @ eine Irrtumswahrscheinlichkeit <a haben werden). Eine 
Be Ras ergibt sich durch die Beschränkung auf Rang-Tests. Es ist klar, daß der 
este Lest ın dieser kleineren Klasse im allg ) i g I ä N i | 
ss allgemeinen eine geringere Teststärke reisen wird : 
ee Ai n g ine geringere Veststärke aufweisen wird als 
E : R der ursprüng ichen, umfassenden Klasse. Ob man sich in der Praxis für die 
nwendung verteilungsunabhängiger Tests entschließt oder nicht, hängt natürlich davon ab, 
wie groß die damit verbundene Einbuße an Teststärke ist. 
Dies führt a un zu der Frage, wie man die Teststärke zweier Tests vergleichen 
£ 2% Ip n 5 (n) „ - . ® & rin + . 
kann. Es seien 1 (2) und 9% (x) die beiden zu vergleichenden Testfunktionen mit gleicher 
R “1: . . un) _(n) Yo . . 
Baum wahrscheinlichkeit a:E, 9 =afürallenundalledew,i— 1,2. (Durch die Schreib- 
weise wollen wir andeuten, daß es sich um eine im R, definierte Testfunktion handelt.) 


Man bestimmt zu einem vorgegebenen n, ein n,, so daß Er Tel 
liefert also gegen die Alternative 9, beim Stichprobenumfang n, (annähernd) die gleiche Teststärke 
wie Test 2 beim Stichprobenumfang n,. Daher bezeichnet man n,/n, als relative Wirksamkeit von 
Test 1 verglichen mit Test 2. Relative Wirksamkeit 1/2 heißt beispielsweise, daß man beim Über- 
gang von Test 1 zu Test 2 den Stichprobenumfang halbieren kann tınd dennoch die gleiche Test- 


stärke erzielt. 


Im allgemeinen wird die relative Wirksamkeit von «, 9, und n, abhängen. Außerdem ist es 
nur in Spezialfällen möglich, eine geschlossene Formel für die relative Wirksamkeit anzugeben. 
Man beschränkt sich daher meist darauf, den Grenzwert der relativen Wirksamkeit für n, — oo, 
die sogenannte asymplolische relative Wirksamkeit, zu bestimmen. Die meisten Untersuchungen 
bedienen sich dabei einer auf Pırman zurückgehenden Methode, die die lokale asymptotische 
relative Wirksamkeit an der Stelle ö = 0 liefert (Prrman, NOETHER). 


Markante Ergebnisse für den Fall des 2-Stichproben-Problems sind: Die lokale asympto- 
lische Wirksamkeit des Tests von FISHER und YATES, relativ zum f-Test, ist nie kleiner als 1. 
Der Wert I wird nur im Falle der Normalverteilung angenommen (CHERNOFF und SAVAGE, 1958). 
Die lokale asymptotische Wirksamkeit des WrLcoxon-Tests relativ zum {-Test ist nie kleiner 
als 0,864. Für den Fall der Normalverteilung beträgt ihr Wert 3/z = 0,95. (Diese Ergebnisse 
sind unabhängig vom Verhältnis der beiden Stichproben, vorausgesetzt, daß m/N mit N — oo 
einem von O0 und 1 verschiedenen Grenzwert zustrebt.) 


Die Aussagekraft der lokalen asymptotischen relativen Wirksamkeit ist aus zwei Gründen 

‚von fragwürdiger praktischer Bedeutung: Sie ist „lokal“ und „asympjotisch“. Die oben gegen 

das Konzept der lokalen TTrennschärfe vorgebrachten Argumente gelten auch hier. Bedenken 

gegen die Aussagekraft der relativen Wirksamkeit für N —00 ergeben sich aus der Tatsache, . 

daß das Hauptanwendungsgebiet der verteilungsunabhängigen Tests die kleinen Stichproben 

sind. (Für N —oo sind infolge des zentralen Grenzwertsatzes ohnedies die meisten Tests ver- 
teilungsunabhängig.) 


Es gibt zahlreiche Versuche, vom Pırmanschen Konzept der lokalen asymptotischen rela- 
„tiven Wirksamkeit weg zu kommen. Eine Gruppe von Arbeiten (CHERNOFF, 1952, HopGEs und 
LEHMANN, 1956, BAHADUR, 1960) versucht, ein Konzept der asymptotischen relativen Wirksam- 
keit zu entwickeln, das für beliebige (nicht nur lokale) Alternativen anwendbar ist. In einer 
Arbeit von WıIrTina wird versucht, unter Anlehnung an das Prrmansche Konzept eine lokale 
relative Wirksamkeit für endliche N zu berechnen. Er bedient sich dabei einer Reihenentwicklung 
nach N bis zu Gliedern O(N ?). 


Daneben gibt es verschiedene Arbeiten, die sowohl auf die Einschränkung „lokal“ als auch 
auf die Einschränkung „asymptotisch‘ verzichten. Allerdings erhält man dann keine allgemeinen 
Ergebnisse mehr. Man muß sich vielmehr damit begnügen, einfach die relative Wirksamkeit 
für verschiedene Werte von a, 9, und n, numerisch zu berechnen (VAN DER WAERDEN, VAN DER 
VAART, Dixon, HopgEs und LEHMAnN, 1956, S. 330). Diese Berechnungen, die sich vorwiegend 


_ auf den Wıncoxon-Test beziehen, zeigen, daß die relative Wirksamkeit auch für sehr kleine N 


von den asymptotischen: Werten nicht wesentlich abweicht und sogar eher darüber liegt. Auch 
die Abhängigkeit von 6 ist nicht sehr stark, so daß sich die Werte für die lokale relative Wirk- 
samkeit — zumindest im Falle des WıLcoxon-Tests — als durchaus brauchbare Näherung an die 


F: _ relative, Wirksamkeit im Bereich praktisch interessanter Werte von ö erwiesen haben. 
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* * * . € . * al 
Sonstige Gesichtspunkte für die Beurteilung verteilungsunabhängiger Tests 


Vom Standpunkt der Anwendung ist der Vergleich der relativen Wirksamkeit zweifellos 
sehr wichtig. Es gibt jedoch auch noch andere praktisch bedeutungsvolle Gesichtspunkte. 

Nehmen wir an, zwei Tests hätten genau die gleiche Teststärke. Dann würden sie bei oft- 
maliger Anwendung im Durchschnitt zu den gleichen lörgebnissen führen: Sowohl der Anteil der 
fälschlich verworfenen richtigen Hypothesen als auch der Anteil der Alternativen, bei denen 
fälschlich die Iypothese angenommen wurde, wäre für beide Tests gleich. Trotzdem können die 
Testfunktionen sehr verschieden sein. Ein solcher Unterschied hat jedoch zur Folge, daß man 
im Einzelfall auf Grund konkret vorliegender Daten zu voneinander abweichenden Urteilen über 
die Richtigkeit der Hypothese gelangt, je nachdem welchen der beiden Tests man anwendet. 

Es ist selbstverständlich, daß solche Unterschiede zwischen verteilungsunabhängigen und 
nicht-verteilungsunabhängigen Tests unvermeidbar sind. Es ist vom Standpunkt der Anwendung 
jedoch wünschenswert, daß sie möglichst selten auftreten. Es gibt zwar Untersuchungen, die sich 
mit den Abweichungen zwischen verwandten Tests im allgemeinen befassen (D. R. Cox, DaAvıp. 
und PERrEz); eine spezielle Studie über verteilungsunabhängige Tests mit praktisch verwertbaren 
Ergebnissen fehlt jedoch. Von einem gewissen Interesse für die Frage der Übereinstimmung 
zwischen den Rang-Tests sind die Arbeiten von I. R. SAVAGE. 

Ein weiterer Aspekt ist der der Robustheit. Unser Ziel war es, Tests zu finden, die von 
Voraussetzungen weitgehend unabhängig sind. Die verteilungsunabhängigen Tests erfüllen diese 
Forderung nach Unabhängigkeit von Voraussetzungen über die Form der Verteilung restlos. 
Aber: Sind sie auch robust gegen Abweichungen von den übrigen Voraussetzungen ? 

Fassen wir noch einmal das 2-Stichprobenproblem ins Auge. Wenn wir als Hypothese 
formulieren, daß beide Verteilungen gleich sind, so meinen wir damit in erster Linie, daß sie 
gleichen Erwartungswert haben. Andere Unterschiede zwischen den beiden Verteilungen sind 
meist von praktisch untergeordneter Bedeutung. Verteilungsunabhängige Tests haben die vor- 
geschriebene Irrtumswahrscheinlichkeit, solange beide Verteilungen identisch sind, gleichgültig, 
welche Form sie haben. Wie aber reagieren die verteilungsunabhängigen Tests, wenn die beiden 
Verteilungen zwar gleichen Erwartungswert haben, sonst aber gewisse Unterschiede, z. B. in der 
Streuung oder Schiefe aufweisen? Sind sie unempfindlich gegen solche Abweichungen von der 
Voraussetzung? 

Dies ist eine Fragestellung, die noch kaum untersucht wurde. Bisher liegt m. W. erst eine 
Arbeit zu diesem Thema vor (WETHERILL). Die Ergebnisse dieser Arbeit deuten eher in die 
Richtung, daß Rang-Tests gegen gewisse Abweichungen von den Voraussetzungen empfindlicher 
sind als der {-Test. Es ist aber wohl noch zu früh, über die praktischen Konsequenzen dieser 
Eigenschaft ein endgültiges Urteil abzugeben. 
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Zur statistischen Theorie der Zahldarstellungen 
Von PAuL Roos 


Eine Folge (x,) reeller Zahlen x, e [1,0),n = 0, 1,2,..., heißt asymptotisch stetig verteilt 
Ä "—i . * 
im Intervall [0, 1), wenn lim (1/n) I x.) = Fe) für ze (0, 1] existiert, dort stelig ist 
— 0 v0 . 
und ferner lim F(x) = F(0) = 0 gilt. Dabei ist x.(y) die charakteristische Funktion des 


Intervalls z ze, x). Die so im Intervall [0, 1] definierte stetige, monoton wachsende Funktion 
F(x) heißt die Verteilungsfunktion der Folge (xy). 

Auf die Glieder der Folge (2, wird die Transformation T(«) = {0 X), 0>1,re[0, 1) 
und deren Iterierte T*+!(x) = {9 T*(x)}, k=0,1,2,..., angewandt, wobei T%x) = x geselzt 
wird. Dabei bezeichnet {a} wie üblich den gebrochenen Teil der nicht-negativen Zahl a. Ent- 
sprechend bezeichnet in diesem Zusammenhang [a] = a— {a} den ganzen Teil von a. Für 
jedes feste k,k=1,2,..., bekommt man so eine transformierte Folge <T*(ay)>- 

Für diese transformierten Folgen besteht der folgende 
Satz: Die Folge (x,) sei asymptotisch stetig verteilt im Intervall [0, 1) und besitze die Ver- 
(A) Die transformierte Folge <THay)y ist für jedes feste k, k = 1,2,..., asymptotisch stetig 

verteilt im Intervall [0, 1) mit der Verteilungsfunktion Fi), k= 1,2, WR 
(B) Die Verteilungsfunktionen Fi), k=1, 2,20. berechnen sich rekursiv aus der Gleichung 
Fir) =W®Fr—ı(@), k=1,2,..., wobei 


>(F FH)—r 2). 0<sı<{h), 


0 
Een. cs 


(C) Ist die Anfangsverteilung F,(x) absolut stetig mit beschränkter, fast überall stetiger Ableitung, 
so gilt lim Fy(x) = o(«) mit 
k>o® ' & 
1 & Min (, t,) 
er N u ze[0, 1]. 
o(t) Dr T 0r l ] 


0 


Dabei ist = 1, 4,41 = Tl,» = 0, 1,2, 2.5 und 
[6,0] 
t= 1/0: 


{ > ‚=0— ‚ 
ß \ 


Pr Falls 0 > 1 eine ganze Zahl ist, gilt speziell o(t)= 2 
ei 
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Die Transformation 7(x) = {0 x} hängt eng mit der Darstellung der Zahl ze [0, 1) als 
n n R 
O-al-Bruch der Gestalt x = } z,/0%k = $ z,/0* + r,[0" zusammen. Für die Reste r, gilt 


1 1 
rer = Try), mit r, = x und für die Ziffern z, dann 2441 = [9 r.]. Stellt man x in der Ziffern- 
schreibweise x = 0,2123... dar, so bekommt man T@)=0,22,... und allgemein T*(x) 
— (0), Zr 2442. ., was als k-ter Rest von X bezeichnet werden soll. Damit kann man einen 
wesentlichen Teil des obigen Satzes so aussprechen, daß mit einer Folge <2,> auch die Folge 
der k-ten Reste von x,„ asymptotisch stetig verteilt ist und deren Verteilungsfunktion mit 
wachsendem k gleichmäßig gegen eine einheitliche Grenzverteilung o(x) konvergiert. Falls 
insbesondere <2,) bereits selbst die Verteilungsfunktion o(x) besitzt, dann hat auch die Folge 
der k-ten Reste dieselbe Verteilungsfunktlion. - 


Bemerkenswert ist die Beziehung des obigen Satzes zu Resultaten von A. Rexyı [1], 


A. O. GenronD [2] und W. Parry [3], die die Folge <T”(&)> untersuchten. R£xyt zeigte unler 


eranziehung der Ergodentheorie u. a., daß die Folge <T"(a)) für L-fast alle x eine absolut. 


stetige Verteilungsfunktion besitzt. GELFOND fand auf andere Weise deren explizite Form, die 
mit der in (C) eingeführten Funktion o(x) identisch ist. An die Arbeit von Ren yı anschließend, 
fand W.Parry, offenbar unabhängig von GEuroxD, ebenfalls diese Verteilungsfunktion, in 
einer formal etwas anderen Gestalt. In der Ergodentheorie ist die Gleichung F=WF der 
Ausdruck für die Invarianz des Maßes. 


Literatur 


[1] A. Renvı, Representations for real numbers and their ergodie properties, Acta Math. Acad. Sci. Hung. 8 
(1957), p. 477—493. : 

[2] A. O. Grtronp, Eine gemeinsame Eigenschaft der Zahlensysteme, Izv. Akad. Nauk SSSR. Ser. Mat. 2 
(1959), 8. 809814 [Russisch]. 

[3] W. Pırry, On the f-expansions of real numbers, Acta Math. Akad. Sci. Hung. 11 (1960), p. 401—416. 
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Verteilungsfunktion für zerstörende Prüfung”) 


Von A. SıreEeu und E. Heım 


Als eine zerstörende Prüfung im weitesten Sinn kann man auch den Zerfall radioaktiver 
Atome oder das natürliche Absterben eines Kollektivs von Menschen ansehen. Im ersteren Fall 
erhalten wir bekanntlich, wenn wir die Anzahl N der überlebenden Atome über der Zeit £ auf- 
tragen, eine Exponentialkurve, im zweiten Fallerhalten wir dagegen eine S-förmige Kurve ähnlich 
den integralen Verteilungskurven nach GAuss (wenn man von gewissen durch die Kindersterb- 

lichkeit bedingten Störungen im Anfangsteil 


a, : absieht). 
A de Gewisse Beobachlungen bei der zer- 
0, sy störenden Prüfung textiler Fäden durch 
500 1 0, a Belastung 2g periodische Wechselbeanspruchung [1] wiesen 
x °, Bebsilne a uns darauf hin, daß zwischen dem exponen- 
Be ° v, tiellen und dem S-förmigen Kurvenverlauf 
, °, 0 ein engeı Zusammenhang bestehen muß. Es 
3 a 8 hängt nur von der jeweils angewendeten Be- 
300 a 2 v lastung ab, ob man den einen oder den an- 
u sn .f deren Kurvenverlauf oder dazwischenliegende 
| u Pe v Kurvenarten bekommt. Dies zeigt Bild 1. 
200 x RL Bei hoher Belastung erhält man die reine 
nr Bar IExponentialform, bei sehr niedriger Belastung 
= x, g °, v eine reine S-Form, bei dazwischen liegenden 
345 0°, Belastungen dazwischenliegende Formen, wo- 
> y orv, bei auffällt, daß diese letztere Form der 
= “09 or Kurven einen Knick aufweist. 
Es . Sowohl der exponentielle als auch der 
r 29 5000 10.000 es re rn läßt sich nun durch eine 
Y 5) = r * ” ” “3 
Bild 1. Anzahl Fi v- ya Fäden. über der Zeit bzw. der re ee Era Br = nn or 
ee h ung aus der gewöhnlichen 
FR Exponentialfunktion hervorgeht. 


*) Aus dom Forschungslaboratorium dor DEUTSCHE RHODIAGETA AG., Freiburg i. Br. 
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Wenn beim Zerfall radioaktiver Atome, dere 
die Anzahl N beträgt, so gilt: 
(1) N=N,e-4, 


Wir erhalten eine Gleichung, welche gleichzeitig auch die Abn 
Lebewesen beschreibt, dadurch, daß wir zulassen, daß der E 
den Wert 1 hat, auch höhere Werte, allgemein den Wert b 


n ursprüngliche Anzahl N, ist, zur Zeit { 


ahme eines Kollektivs von 
xponent zu {, welcher normalerweise 
‚ annehmen kann. Wir erhalten also: 


(2) N=N,:e-4®, 
Zur Ableitung der Gl. (2) schreiben wir die Gl. (1) in der weniger gebräuchlichen Form: 
(3) N=N, [1 — Al. 


Bei dieser bedeutet A die Wahrscheinlichkeit der Zerstörung eines Individuums des Kol- 
lektivs in der Zeiteinheit zur Zeit = 0. Es ist dabei zu beachten, daß bei dieser Formulierung I 
eine Anzahl und noch nicht eine Zeit bedeutet, was für Dimensionsbetrachlungen von Bedeutung 
ist. Logarithmiert man Gl. (3), so erhält man für den Fall, daß A < 1 ist, dasselbe Ergebnis 
wie beim Logarithmieren von Gl. {H). 

Gemäß einer von dem englischen Astronomen J. Jans benutzten Vorstellung, daß ein 
ungezielter Beschuß der Atome stattfindet, bei dem jeder Treffer zur Zerstörung eines Aloms 
führt, gelangt man ebenfalls zur Gl. (1) und damit auch zur Gl. (3). Der „Treffer“ braucht dabei 
nicht von außen zu kommen, sondern kann auch durch innere Umstände bedingt sein. 

Nehmen wir an, daß nicht ein, sondern zwei Treffer zur Zerstörung eines Individuums 
erforderlich sind, so ist in Gl. (3) die Konstante A durch den der Gl. (1) entsprechenden Ausdruck 
1 — ee”! zu ersetzen, da ja schon ein Treffer vorangegangen sein muß, bevor ein zweiter zum 
Ziel führt. Man erhält in guter Näherung 


(4) Ne Ni en dyr 
bzw. : / 
(5) N=N,c#. 


Im allgemeinen Fall erhält man die bereits erwähnte Gl. (2), wenn b Treffer erforderlich 
sind. Durch Logarithmieren dieser Gleichung erhält man die Gl. (6): 


(6) In [In (N,/N)] = In A + bin 


aus welcher hervorgeht, daß man durch Auftragung des doppelten natürlichen Logarithmus des 
Quotienten N,/N über dem natürlichen Logarithmus der Zeit bei der graphischen Darstellung 
eine Gerade erhält, deren Neigung D gleich der erforderlichen Trefferzahl ist und deren Ordinaten- 
abschnitt In A ist!). EN En 
In vielen Fällen interessiert es, an Stelle der Geschwindigkeitskonstante A die Geschwindig- 
keilskonstante & kennenzulernen, die sich für den Fall d = 1 ergeben würde. Da «& eine Wahr- 
scheinlichkeit darstellt und es sich um gekoppelte Ereignisse handelt, erwartet man zunächst, 
daß a® der der Größe A entsprechende Ausdruck wäre. Man muß aber, wenn man Vorgänge 
mit verschiedener Trefferzähl auf eine gemeinsame Zeitskala bringen will, auch berücksichtigen, 
‘daß im Fall von b erforderlichen Treffern die Anzahl der Aktionen ! durch b zu dividieren ist, 
um zu einem vergleichbafen Zeitmaß zu gelangen. Es folgt daher aus der Gl. (2): 


at\b 
7) ha naNeal 
bzw.: 
PER a b 
(8) In [In (N,/N)] = In (*) +b-Int. 


Hieraus ergibt sich?) ; 
® A=(5): 


ä ürli ithmus von N, über 
Trägt man gemäß Gl. (6) oder (8) den doppelten natürlichen Logari N we 
dem ehe eienkbe von f auf, so erhält man sowohl im Fall der Exponentialkurve 


uns eine ä i ittei 'h. Statistik, 1955, 
kle de uns eine ältere Arbeit von Sraner, Mitteilungsbl. f. mat k, » 
s.113 en en Gl. (6) benutzt, ohne sie jedoch physikalisch zu begründen und die Kon 
= fi 5 F ® * S b » en. ; 5 £ 
ee ee der res umfangreichen Zufallsmaschinen führen auf die genauere 
ent: er A=l[af2d—ı)P: 
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T 80 B. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik 
als auch im Fall der glatten S-förmigen Kurve, wie zu erwarten war, jeweils eine Gerade, dagegen 
im F ick ren ge Geraden. 
im Fall geknickter Übergangskurven ge brochene f 

Die zu letzteren gehörigen in Bild 2 unten dargestellten differentiellen Verteilungskurven, 
deren durchgezogene Teile realisiert sind und den realisierten Teilen der zugehört Er et 
kurven entsprechen, lassen erkennen, daß der Knick ziemlich genau an derjenigen Stelle lıegt, 


in{In (No/N)] 


-3 (Jahre) 
2,5 30 35 40 45 50.33 In t 


h t (1.10% 


"0 (Jahre) 
. — 
20 4.60 80 ©00 120 


Bild 2. Oben: Anzahl N der überlebenden Fäden über der Bild 3. Auswertung einer statistischen Erhebung 
Zeit bzw, der Anzahl Z der Wechselbeanspruchungen. über die Frauensterblichkeit 
Unten: Zugehörige differentielle Verteilungskurven 


an welcher die mehr rechts liegende der beiden differentiellen Verteilungskurven ein Maximum 
hat. Diese Kurve wird zwar zunächst nicht realisiert, sie übt aber offenbar trotzdem, während 
sie ansteigt, einen Zwang in Richtung auf eine Umwandlung des Systems aus, welchem erst 
dann durch Umschlag der einen Kurve in die andere stattgegeben wird, wenn dieser Zwang 
sehr groß geworden ist. Wir haben es also mit einer Verzögerungserscheinung zu tun, wie solche 
z.B. von Kristallisationsvorgängen her bekannt sind. 

Es liegt nahe anzunehmen, daß bei Belastung textiler Fäden Verzerrungen des Kristall- 
gitters bzw. der Elementarzelle stattfinden, die u. U. zum Umschlagen in eine andere Kristall- 
form bzw. zu einer Umwandlung zweiter Art führen können. Änderungen im Röntgendiagramm 
bzw. Intensitätsabnahme gewisser regulärer Reflexe und Zunahme der Untergrundintensität 
schon beim Anlegen kleinster mechanischer Spannungen sind jüngst von J. JuILrs u. H. BERG 
beobachtet worden [2]. Sie dürften unsere Annahme stützen. 

Ganz analoge Ergebnisse erhält man bei der Prüfung biologischer Kollektive, z. B. bei der 


-- Beobachtung der Absterbeordnung eines Kollektivs von 60000 Fraxen [3] in Bild 3. Auch in 


diesem Fall werden zwei Geraden erhalten, deren jede übrigens durch etwa 40 Punkte sehr gut 
belegt ist, wovon der Übersichtlichkeit halber nur ein Teil eingetragen ist. Auch in diesem Fall 
liegt der Knickpunkt ganz in der Nähe des Maximums der mehr rechts liegenden differentiellen 
Verteilungskurve. Für den Knickpunkt liegt ebenfalls die Deutung nahe, daß irgendwelche 
- Umwandlungen im Kristallgitter des makromolekularen Materials der Organismen eine Rolle 

spielen dürften, zumal solche Umwandlungen bereits von medizinischer Seite unter ganz anderen 
Gesichtspunkten diskutiert werden [4]. 

Während bei einem unbestrahlten Kollektiv von Mäusen (Bild 4) wiederum eine geknickte 
Gerade erhalten wird, erhält man eine ungebrochene, dem linken Ast der zuerst erwähnten 
geknickten Gerade parallel laufende Gerade für ein mit Röntgenstrahlen täglich gleicher Dosis 
bestrahltes Mäusekollektiv [5]. Unter dem Einfluß der Bestrahlung läuft also der Vorgang 
des Absterbens des Kollektivs so rasch ab, d.h. es hat A bzw. & einen so hohen Wert, daß das 
Absterben des Kollektivs bereits vollendet ist, bevor die zum Abknicken der Geraden führende 


\ 


Fe 


ar 


he 


KERNE 


“N 


in Sn alle 2 San 2a Ana a nn eh ae 


B. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik T8s1 


' 1 "pl } 1 1 €. 7 
on nn n kann. Ähnlich wie bei der zerstörenden Prüfung textiler Fäden erhält 
an also auch im Fall der Biokollektive Geraden, wenn man die Belastung so groß macht, daß 


der Absterbevorgang abgelaufen ist, bevor eine Umwandlung eintreten Kann. 
Vermutlich wird es möglich sein, 


durch Vergleichung der «a-Werte von 
Tierkollektiven, deren Absterben mit oder 
ohne Einfluß von Pharmaka verläuft, ein 
Urteil über deren Wirkung zu gewinnen. 

Es sei noch erwähnt, daß die neue 
Verteilungsfunktion sich mit Erfolg auch 
zur Beschreibung von Polymerisations- 
gradverteilungen hat verwenden lassen, 


In[intn,/N)] 


o unbestrahlt 


wie wir kürzlich in einer Veröffentlichung -2 x bestrahlt mit 
gezeigt haben [6]. täglich 8,6r/8 Std 
VölliganalogeErgebnissewiebeiBio- 3 4 
kollektiven werden auch bei Kollektiven 2 Cena, 
unbelebter Individuen erhalten, deren 2,0 2,5 3,0 3,5 In t 


Lebensdauer man ohne besondere äußere 
Einwirkung beobachtet, wie z.B. bei 
Glühbirnen. 

Es gelten also für die Verteilungen bei Biokollektiven keine anderen Gesetzmäßigkeiten 
als. bei Kollektiven von unbelebten Prüfkörpern. Es ist daher nicht richtig, wenn manche Autoren 
annehmen, daß bei Biokollektiven statt einer addiliven eine multiplikative Fehlerverknüpfung 
vorliege, welche die sog. logarithmische Normalverteilung herbeiführe. 

Die Benutzung der sog. logarithmischen Normalverteilung hat bei der Materialprüfung 
bisher dazu geführt, daß Umwandlungen des Materials, die sich offenbar während der Prüfung 
selbst häufig vollziehen, in allen Fällen übersehen worden sind, während sie sich bei Benutzung 
unserer Methode durch geknickte Geraden deutlich zu erkennen geben. _ 

Wohl gelingt es da und dort, durch Anwendung der logarithmischen Normalverteilung 
Kurven glatt zu ziehen und aus ihnen Gerade zu machen. Es kann aber kaum durch einen 
mathematischen Trick gelingen, Kurven so zu linearisieren, daß bei der graphischen Darstellung 
gleichzeitig zwei Geraden mit verschiedener Neigung erhalten werden, wie wir dies bei unserer 
Auftragungsweise immer wieder finden. 


Bild 4. Absterben von C,11b-Mäusen 
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Zwei in Reihe angeordnete Schalter 


(mit einer Warteschlange dazwischen) i 
bei Exponentialverteilung der Ankünfte und Abgänge 


Von K. STANGE *) 


ird ein System von zwei hintereinandergeschalteten Bedienungskanälen A und B 
AN Ankünfte und Abfertigungen genügen Exponentialverteilungen mit den Parametern 
4 für die Ankunftsrate und (14; 4) für die unterschiedlichen Abfertigungsraten der en 
A und B. Zwischen A und B befinden sich k Warteplätze. Ist das System A besetzt, D äu 
das Gesamtsystem über. Wenn die in A befindliche Einheit abgefertigt ist, aber A nicht ver . 


ematik der Technischen Hochschule Aachen. 


 *) Institut für Statistik und Wirtschaftsmath \ 
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T 82 B. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik 
kann, weil das System B voll besetzt ist, so wird A (durch B) blockiert. Die Sonderfälle zu, = a 
und k=0 und k=1 werden beispielsweise bei Morse [1] behandelt). BT} 

Zur Berechnung der (von der Zeit unabhängigen) Wahrscheinlichkeiten P;; für die Zu- 
stände (i; j) des Systems findet man ein lineares homogenes Gleichungssystem, dessen Matrix 
nach einigen Umformungen für k = 2 Warteplätze folgende Gestalt hat: 


(1) 


Dabei sind oe = Au, und a = us/u, zwei reelle positive dimensionslose Parameter. 

Sämtliche P;, lassen sich (von unten her) durch P,;3 ausdrücken. Aus & P;; = 1 findet 
man schließlich die Zahlenwerte der P;;. u 

Beim Übergang von k zu (k + 1) ändert das System (1) seine Gestalt nicht; es treten nur 
zwei Gleichungen hinzu. Auf Grund dieser Eigenschaft kann man die Lösung für (k + 1) sofort 
angeben, wenn man sie für k kennt. Die Wahrscheinlichkeiten P;; werden (endliche) Potenz- 
reihen in o und zı, die sich nach einem einfachen Bildungsgesetz leicht rekursiv bestimmen lassen. 
Für die Kenngrößen des Systems (Ausnutzungsgrad; mittlere Zahl von Einheiten im System, 
Länge der Warteschlange) findet man einfache Formeln. 

Es ist nicht einfach, den Grenzfall k—oo durch einen Grenzübergang aus der Lösung 
für endliches k herzuleiten, jedoch findet man die Lösung auf direktem Wege. In (1) stellt die 
Zeile 1 (oder 2) die Anlaufgleichung (initial equation) dar; die Zeilen 3,4,... enthalten die 
„laufenden Gleichungen‘ (queue-equations). Die letzteren werden mit dem Ansatz 


(2) Py=CGw und P;=Gw 
befriedigt, wenn w der quadratischen Gleichung 

nw uw—1 
ie Fe 


4 ; | a ET 
genügt. Die Fa (Co; C,) sind schließlich so zu wählen, daß die Anlaufgleichung ebenfalls 
erfüllt wird. 


Wegen P3 P;=#1 muß 0<w<1 gelten. Man kann zeigen, daß die Nullstellen von 


(3) \ \w) = 


= (0 


7 
/(w) = 0 stets reell und positiv sind (falls oe > O0 und # > 0) und daß nie zwei Nullstellen zwischen 


w=(0 und w= 1 liegen, sondern nur eine oder keine. 


Einen brauchbaren Wert w, (mit 0 <w,< 1) findet man, wenn /(0) > 0 und /(1) < 0 
ist. Die „Grenzbedingung“ (1) = 0 führt zu 


4 | LEI 

9 Ar 

Bei gegebenem g muß 4 „genügend groß“ werden, damit das System arbeitsfähig ist. Für be- 
liebige Werte der Parameter (o; u) gibt es also bei k —oo nicht immer einen Zustand mit statio- 
nären Wahrscheinlichkeiten (im Gegensatz zu endlichem k). Diese Tatsache ist auch anschaulich 
leicht einzuschen: Denkt man sich A und u, von A fest und 4, von B „sehr klein gegen u,‘‘, so 
wächst bei genügend großem A die Schlange im Teilsystem B ständig an. Es gibt keinen Zustand 
mit stationären Wahrscheinlichkeiten. Dieser Fall tritt nur dann nicht ein, wenn die mögliche 


Abfertigungsrate Hs von B [nach (4)] größer als die effektive Durchsatzrate 4 des Eingangs- 
systemes bleibt. 3 


# 


. 4) [1], 8. 34 und folgende. 
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Auch für k —0o findet man einfache Gleichungen für die Kenn 


spielsweise ist die mittlere Länge L der Warteschlange in B Br  naltz 


(5) | n-1ı_8_ do; u) 
la En 


wobei w, < I die von (p; 4) abhängige Nullstelle von (3) bed . Die mi 
+ * * . t i 
Einheiten im Gesamtsystem wird einfach Eee a RR A aha 


(6) EN 
ko+l 


Weitere Fälle (endlich viele Warteplätze vor A und B; unendlich viele Warteplätze vor A 


und keine Warteschlange vor B) sollen nur gestreift werden. Im letzten Falle muß zwischen 
e und « die Ungleichung 


(7) Ba TERN 
Jr @+p+1 


erfüllt sein, damit ein arbeitsfähiges System zustande kommt. Für # = 1 muß insbesondere 
e = 2/3 sein, was schon Mors& gezeigt hat?). 


Literatur 
[1] Pır. M. Morse, Quouos, Inventories and Maintenance, New York 1958, Wiley. 


Anschrift: Prof. Dr. K. Stange, Aachen, Pontstr. 51. 


®) [1], S. 100. — Die dort gogebene Lösung (7.64) für dio P;j ist jedoch nicht richtig. 


Über die Zuverlässigkeit von technischen Anlagen mit Redundanz 
Von HoRAND STÖRMER*) 


Eine technische Anlage, die zum Zeitpunkt x, = 0 in Betrieb genommen wird, möge nach 
Ablauf der Zeit {> 0 zum ersten Mal durch Ausfall eines lebenswichtigen Bauelementes aus- 
fallen. Wenn wir die Lebensdauern der Bauelemente, aus denen die Anlage zusammengesetzt 
ist, als Zufallsvariablen betrachten, so ist auch ? eine Zufallsvariable. Wir suchen ihre Vertei- 
lungsfunktion 


Pilzr,, 
die offenbar von den Verteilungsfunktionen der Bauelemente-Lebensdauern und von der Struktur 


der Anlage abhängt. 
Von den Lebensdauern der Bauelemente nehmen wir der Einfachheit halber an, daß sie 


. unabhängig voneinander alle derselben Verteilungsfunktion F(x) genügen. 


Über die Struktur der Anlage machen wir die folgenden Annahmen: 
Eine Anlage besteht aus r Baugruppen und fällt zum ersten Male aus, sobald eine Bau- -» 
gruppe ausfällt. Jede Baugruppe enthält m Baueinheiten, die einander aushelfen können; erst 


- wenn alle m Baueinheiten ausgefallen sind, ist auch die Baugruppe ausgefallen. Jede Baueinheit 


schließlich besteht aus X Bauelementen und fällt beim ersten Ausfall eines dieser Bauelemente aus. 

Der Fall m = 1 bedeutet, daß die Anlage ausfällt, sobald eines ihrer n = r k Bauelemente 
ausfällt: die Anlage enthält keine Reserveelemente (Redundanz). Istm = 2, so enthält die Anlage 
doppelt so viele Elemente, wie zu ihrem Arbeiten notwendig sind: die Anlage ist mit einfacher 
Reserve versehen, usw. 

Nach der Art, wie die m Baueinheiten einer Baugruppe einander aushelfen, unterscheiden 
wir zwischen „heißer‘‘ und „kalter“ Reserve. - 

Bei der heißen Reserve werden die m Baueinheiten alle gleichzeitig zum Zeitpunkt x, = 0 
'in Betrieb genommen (Parallelschaltung). Die Lebensdauer der Baugruppe ist gleich dem Maxi- 


_ mum der Lebensdauern ihrer Baueinheiten. 


Bei der kalten Reserve wird erst nach dem Ausfall der ursprünglichen Baueinheit die erste 
Reserveeinheit eingeschaltet, nach deren Ausfall die zweite, usw. Die Baugruppe fällt mit dem 
Ausfall der m-ten Baueinheit aus. Die Lebensdauer der Baugruppe ist also die Summe der 
Lebensdauern ihrer Baueinheiten. 


_ *) Zentral-Laborstorium dor Siomons & Halsko AG, München. 
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Da eine Baueinheit dann und nur dann bis zur Zeit x nicht ausfällt, wenn keines ihrer 
Bauelemente ausfällt, gilt wegen der Unabhängigkeit der Bauelemente-Lebensdauern für die 
Verteilungsfunktion Fy(x) der Baueinheiten-Lebensdauer 


(ı) - Fa)=1—[1—-Fa@l. * 
Für die Verteilungsfunktion F„,.(2) der Baugruppen-Lebensdauer gilt 
bei heißer Reserve 
(2) En,.(2) = [Fı@)]” 
und bei kalter Reserve entsteht die Verteilungsfunktion der Baugruppen-Lebensdauer aus 
der Verteilungsfunktion der Baueinheiten-Lebensdauer durch m-fache Faltung: 


(3) Fr, (2) = [Fr@)]*" . 
Für die Verteilung der Zeit { bis zum ersten Ausfall der Anlage gilt 
(4) P{t<s2} =F,mı@) = 1—[1— Fn, to), 
also bei heißer Reserve mit Gl. (1) und Gl. (2) 
6) Fun.) =1— {1-11 — [1 — Fo 
und bei kalter Reserve mit Gl. (1) und Gl. (3) 
(6) Fun) =1—{1— 1 — [1 — Fol". 


Die Verteilungsfunktion F(x) der Bauelemente-Lebensdauern wollen wir folgendermaßen 


charakterisieren: 
Es sei i die Ordnung der ersten bei x = 0 nicht verschwindenden rechtsseitigen Ableitung, 


und es sei 


‚ Fö@)l-.0=y>0. 

Weiter wollen wir fordern, daß auch die rechtsseitigen Ableitungen höherer Ordnung an 

der Stelle x = 0 existieren. Dann lassen sich, wie in [4] gezeigt wird, für die „Überlebenswahr- : 

scheinlichkeit‘‘ 1 — F,,m,»(2) folgende bezüglich r asymptotische Näherungsformeln herleiten: g 

Für heiße Reserve gilt > 

m 1— F,m,x{2) # exp [— r (kya’lil)”], | B 

für kalte Reserve 
(8) | 1— F,,m,x(&) » exp [— rk y arm dl]. 


Für den Erwartungswert von { ergibt sich bei heißer Reserve 
(9) E(l) = {(r, m, k) m /m i) (il/k yJMir—mi 
und bei kalter Reserve 


au) Ei = Kr, m, k) » nr Tl /m i) [(m dlm/k yJui mi, 


Berechnet man schließlich noch den Quotienten x = Kr, m, k)/i(r, 1, k), der angibt, um 
welchen Faktor sich die mittlere Zeit bis zum ersten Anlagenausfall durch (m — 1)-fache Reserve 
erhöht, so findet man ö 
für heiße Reserve 


1 Ilm i) 
11 _— _ı 1 7 Am—1)/mi 
h ) a a NT RT 
und für kalte Reserve 
1 I(1/m i) 
.(12 BEN ENRIL IN 
(12) ** m. I 


‚In der technischen Praxis wird man oft mit i= 1 zu rechnen haben (z. B. Exponential- 
verteilung der Lebensdauern). Dann ist y die Ausfallrate der Bauelemente zur Zeit der Inbetrieb- 
nahme der Anlage. Für die Überlebenswahrscheinlichkeit 1 — F,,m,« (x) ergibt sich dann 


(13) 1—F, m la) w eure" 


mit einer von k, y, m und der Art der Reserve abhängigen Konstant . Fü 
ergibt sich unter der gleichen Voraussetzung ne BER ET. 58 an 


(14) . HS C, am —1)/m R 
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Aus den Formeln (11) und (12) folgt, daß der Zuverlässigkeitsgewinn mit r monoton wächst. 
Der größte Effekt wird offenbar erreicht, wenn möglichst kleine Einheiten, am besten die Bau- 
elemente selbst, durch Reserveelemente verstärkt werden. 


Die Ergebnisse lassen sich in verschiedenen Richtungen verallgemeinern (vgl. [4]). 


Literatur 


MM A. ErD£LYT, Asymptotic Expansions, 1960, Dover Publications, Inc. 

[2] B. R. Levis, Average working time of a system of elements the reliability of which follows the exponential 
law (Übersetzung aus dom Russ.), Elektrosvyaz 8 (1958), S. 30—35. 

[3] H. Störmer, Über die Zuverlässigkeit von Anlagen mit Reserve-Bauelomenten bei exponentiell verteilten 
Bauelemente-Lebensdauern, AEÜ 16 (1962), S. 317—327. 


[4] H. Störmer, Über die Zuverlässigkeit von Anlagen mit Reserve-Bauelementen bei beliebiger Verteilung 
der Bauelemente Lebensdauern, AEÜ 16 (1962), im Druck. 


Anschrift: Dr. HoRAND STÖRMER, 8021 Großhesselohe (Isartal), Wettersteinstraße 17 


Verteilungsunabhängige Schätzverfahren 
Von E. WALTER 


‚Im folgenden werden Intervall- und Punktschätzverfahren betrachtet, die Rangtesten 
entsprechen. 

Den Ausgangspunkt zu dieser Untersuchung bildet die Möglichkeit, zu einem Widerspruch 
zu gelangen, wenn ein nichtparametrischer Test und ein konventionelles Schätzverfahren beim 
gleichen Material angewendet werden. Beispiel: Bei der Prüfung der Symmetrie bezüglich Null 
kann der Vorzeichentest zur Signifikanz führen, wenn die Anzahl der positiven Werte zu groß 


* ist, obwohl das arithmetische Mittel der Werte negativ ist. 


Aus diesem Grunde sollen die folgenden Verfahren vor allem dann angewendet werden, 
wenn in einer statistischen Untersuchung nach einem Test Interesse an der Schätzung des gete- 
steten Parameters besteht. 

Es werde im folgenden der Einfachheit halber angenommen, daß die Verteilungen absolut 
stetig sind. 

l)Seii 2= f:as9s b} -osa< b< +00) der Parameterraum, £ der Stich- 
probenpunkt und {(r, 0,) ein Prüfmaß zur Prüfung der Hypothese 0 = 0, für jedes 0, € 2, dann 
ist mit /, als kritischem Wert {| {(t,) < io} ein Konfidenzbereich für 0, der nicht notwendig 
ein Intervall ist (z. B. führt der Smrrnorr-Test zur Prüfung der Symmetrie schon für n = 3, 


- & = 0,5 zu zwei getrennten Intervallen). 


Aus praktischen Gründen ist aber ein Konfidenzintervall erwünscht. Zudem ist als (die 
einem Test entsprechende) Punktschätzung die linke Konfidenzgrenze C des rechtsseitigen 


50%, Konfidenzintervalles C verwendbar, wenn C existiert. Dieser Schätzwert ist median un- 
biased (LEHMANN 1959). | ä h 
Satz 1: Gegeben ein Prüfmaß t, mit 0 < 0’, wenn {(r, 0) > I(t, 6’) für alle 9, 0 e 0, für dessen 
Häufigkeitsfunktion A| unter der Hypothese 0 = ®, gilt 96,() = 9,(— N. Mit 
tt) = inf {0::1(6, 0) <’} 
und 
1v) = sup {9:16, >) 
--a) der dem Prüfmaß 1, = |{| entsprechende Konfidenzbereich ein Intervall; e 
b) ) = {-1(0) ein median unbiased Schätzwert von 0, wenn {!(0) =t (0) und P(%, = 17%0)) = 0. 
Beweis: a) Der Konfidenzbereich für 6 ist 


10:140) < 1} =: <<} = 1) I<} N 1<! A n) 


ein Intervall. Hierzu ist also nur die Monotonie von t erforderlich. 


p) Es ist 5= P(Kx 0) > 0|0) = P-( < E10) | 0) = P (0 < D| Oo: 


1. Zunächst werden Rangteste zur Prüfung der Symmetrie bezüglich eines Wertes ‚0 be- 
trachtet, denen die Schätzung des zentralen Wertes 6 einer symmetrischen Verteilung mit der 


- Dichte /(0 + 2) = /(0—z) entspricht. Es sei g = (£.:.,2n) der Vektor der ursprünglichen 


Beobachtungen, die als verschieden angenommen werden; 0) seien die der Größe nach angeord- 
neten Komponenten von £ und (24, + zu)/2 = Gi)mitisi- 
r \ 4 


u 
Y 7 
y 


Be ee een 


Hi PEN 

re TEN 
4 dreh Jade al N 
er er 


ee 


> 
er weh Mini nA seat 


? LuIE a 2, 77 7,9 ref 5.5 
mu ah ii ver) z 2 
ü u Ber; An fe 
na 5 ‚ar ap ‚upper en 
er tigienslerneh ib 1] ‚a 4 
a OHR ‚arwrbeeca e 


en nlrd ur A 


as ıldenyegmulisrtoV 
FA 16V 


sr: terdubiay 


alt Br [ra mel uber A 


a eu Tonikd ut ‚Hund 3 velb nr 
int | TR ek & ulkarri PP ur A 19. Iyapı Has 3 u ie f e) 
INTEL TEE re ob aa Bu: = a. Bi 
Da a U savilzoy mh. In sun, zb NSW x ange in ae E77 
IE Flag hany7 zäh kur hen 
ih, ' | 
hist Er ugs, alle ae ul rei ee Fuch 
2 Au ige and 
Per 1 ie Dr 
ot Srsarisnagie Tail Saahehaatuic abe 


en en ze 


je u ’ 
Bi 
% ‘ 


au mu, m 
R — > a, ah Bi D ir ER TE 
eier a Me A pi 
PZN tan! ” { 


” j ie f a "pam ah: aly 


3 


en reslen tea! 
auhanngalg> larradainamn lm, 


r 


nr RATTE zur ande eyvalidıd warurıg alas yıdiudimmv Ienban ine 
h N N Ban euere Ab Wi nam or 
j 3 7 aegagmalıkee ee sib dab y a monde U. a er sigr 


Bi? — “ u u 
a Se Du on. 1-2 , 23 les 2 > bnia tsalnosgt 2 ji 
“il d 2 
anah ‚im I m 77 aba. Ay, 0 AN wmhi ! 

L BA j + £ at ur ._ “. AD = 

ag aaa 33 hl (ac) merapuunncie m 

ie ne u 

3 - . 24 Pr d 


Dr a 
12: Hin t 


T 86 B. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik 


r—-0=(1m—0,...,.— 0) werde mit 3(0) oder einfach mit 3 bezeichnet. Die ae 
ponenten von 3 ordnen wir dem Betrage nach an, so daß |z] < | +. Ferner sid; = 7 1 


wenn 2% se ‚und D=(d,::-,6,) die „Anordnung“. Rangleste haben Prüfmaße {, die 


nur von D abhängen. D ist nur erklärt für alle g — 0, deren Komponenten ungleich Null sind; 
so daß { zunächst nur für 0 # (j j’) definiert ist. Wir setzen im folgenden 


17) = Nm il) +) + KEN 


Satz 2: Si T={l:l= I dam An 2%—1,n Z0, Ann > 0}, dann ist 
(1) 0<0', wenn (rt — 0) > (re — 0). 


Beweis: Die Prüfmaße {(D(r, 0)) von Rangtestverfahren sind Treppenfunktionen, die sich nur 
an den Stellen 0 = (j j’) ändern. \ 
Ist te T, so ist {= Na,, wenn 0< (11) und für genügend kleine e gilt Ur —09-+e) 
= Kr—0— ©) — 2(a;_,;41— a; _;) mit a,_; = 0, wenn =]. 

Außerdem kann auch gezeigt werden, daß Satz 1b gilt, wenn P(t = 0) = 0. 
Zur Klasse 7' gehören z. B.: 


a) der Vorzeichentest (a, = 1, ® ist der Median der n Werte iD) 

P) der Wrucoxon-Test (a, = 1, Ö ist der Median der n (n + 1)/2 Werte (jj')), 

y) ein dem vAN DER WAERDEN-Test für das Zweistichprobenproblem entsprechender Symme- 
trietest (an = X ı wobei x. das Quantil der x-Verteilung mit 1 Freiheitsgrad bedeutet), 


n+l 5 
ö) der lokal optimale Test bei Normalverteilung (a;„ = E(Xin), wobei E(%:n) den Erwartungs- 
wert des i-ten Anordnungswertes aus der x-Verteilung mit 1 Freiheitsgrad bedeutet), 

i <n— k RT, 1 

2. Den Rangtestverfahren für das Zweistichprobenproblem entsprechen Schätzverfahren 
zur Schätzung des Translationsparameters 0, wenn für die beiden Dichtefunklionen f und g gilt 
a)=/k+M. T=(i,...,m) und Yy=(Yn--:;4n) seien die beiden Stichproben, x; 
bzw. yg,) die der Größe nach angeordneten Komponenten von r und d, und es sei xy — Yo) = (J J’), 
ferner {tr — 0} = 3. Die Komponenten von 3 ordnen wir der Größe nach an und setzen 


£) der Maximumtest (an = Iı 


ur : ‚ wenn z € 0° D= (ö,..:,Ön-+m) sei wieder die Anordnung. Dann. gibt 


£ 
y— 


Satz 2 in der dem Zweistichprobenproblem angepaßten Schreibweise eine hinreichende Bedin- 


gung für Prüfmaße, denen Konfidenzintervalle entsprechen. 


3. Rangkorrelationstestverfahren entsprechen Schätzverfahren zur Schätzung des Regres- 
sionskoeffizienten 0, wenn für die zweivariable Dichtefunktion /(z, y) gilt: /y—09x|x) ist 
unabhängig von x. Wir nehmen an, daß die Beobachtungspaare (x, 1), - - : , (%, 17,) nach der 


Größe von x angeordnet sind (y < 241). Sieny—0r=3,(jj)= VE und die Kom- 
— 3, 


E J f 
ponenten von 3 der Größe nach angeordnet mit i indiziert, dann werde als Anordnung die Per- 
mutation D= (i(l),...,i(n)) bezeichnet, wobei i(j) bedeutet, daß die i-tgrößte Kompo- 
nente von 3} zum Beobachtungspaar (x, y;) gehört. Es kann gezeigt werden, daß für alle Prüf- 
maße aus 7 mit 

T= ft: I= a; Gjy bi gay Yp > 0, wenn 1 je biv a 0, wenn i = {, bir = — br} 
0< 0, wenn {y— Or) >1tW—P pr). 
Auch diesen Prüfmaßen entsprechen Konfidenzintervalle. Außerdem ergibt sich u. a., daß der 
von GREINER, ESSCHER und KrnDaLz entwickelte Differenzvorzeichenkorrelation (mit ay=j, 


bie =1, wenn i<) als Schätzwert der Median der Werte (j j') entspricht. Dieser Median . 


wurde schon von Tneım (1950) zur Schätzung des Regressionskoeffizienten angegeben. 

A. Die Bewertung der Konfidenzverfahren kann einmal auf Grund der Größe der Wahr- 
scheinlichkeit, einen falschen Parameter zu überdecken, und zum anderen nach der Größe des 
Konfidenzbereiches vorgenommen werden. Im ersten Fall können die Ergebnisse der entspre- 


chenden Testverfahren in einfacher Weise übertragen werden. Bei der zweiten Betrachtung 


haben die entsprechenden Eigenschaften der Testverfahren keine praktische Bedeutung. 


Betrachten wir wieder Rangteste zur Prüfung der Symmetrie mit der unter I,.) eingeführ- 


ten Bezeichnungsweise. Um im.Mittel kleinste Konfidenzbereiche zu erhalten, definieren wir 


als Anordnungsbereich A(D') = {9:D(r— 0) = D’}. Diese Bereiche sind Konfidenzintervalle . 
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mit der Konfidenzwahrscheinlichkeit & = 2" und von Punkten 0 = (j j') begrenzt. Es werden 


also bei jeder Stichprobe von den 2" möglichen Anorsnungsbereichen 'nur a u", +1 


realisiert, so daß die Länge (A) eines Anordnungsbereiches eine Verteilung mit einer Punkt- 
belegung in Null hat. Wenn wir voraussetzen, daß die Verteilung der Länge nicht von 0 abhängt, _ 
ergeben sich die kleinsten Konfidenzbereiche, die Rangtesten entsprechen, aus der Vereinigung 
A von « 2* Anordnungsbereichen A(D), für die für jedes A e X und A’ « Agilt E(u(A)) S E(u(A')). 

Zur Bestimmung von E(u(A)) kann oft die folgende Beziehung zur Schärfefunktion ßs(6,) 


ausgenutzt werden. Sei @(£) die Testfunktion mit (rt) = h wenn {(k£) er ‚ so ist unter 
den Voraussetzungen des Satzes von FUBINI : ER, 


(2) Eu(uO) = SSL — Pte, 0)) db ArGz, 0) = [1 — Pu) 40. 


Mit (2) kann man zeigen, daß im Fall des Vorliegens einer Gleichverteilung - . 5 


’ 


” 1 1 
To" für a Fran 
=0 sonst 


der Erwartungswert des Anordnungsbereiches für A(D) 


E(u(A(D))) = ren, für alle De D, (k ae) 


mit . 
D={D|=:-- =6, = d.—1} 

beträgt. ; 

Daraus ergibt sich, daß bei Gleichverteilung der dem Maximumtest entsprechende Kon- 


fidenzbereich für 0 unter allen Konfidenzbereichen, die Rangtesten entsprechen, im Mittel am 
kürzesten ist. 


Literatur 


1] E. L. Leumann, Theory of Testing Statistical Hypothesis, New York 19569, J. Wiley. 
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C. ALLGEMEINE UND ELASTOMECHANIK 


Über den Fahrzustand des Kraftwagens 
auf einer ebenen Kreisbahn ohne Überhöhung 


Von FRrIEDRICH BÖHM*) 


Schon im Zusammenhang mit den Untersuchungen über die Seitenführungskräfte von 


Luftreifen haben O. Dırrz und R. HAruıne, L. Huger und H. Fromm sich mit der Fahrlage 
des Kraftwagens in der Kurve befaßt. Nach ihnen haben R. V. EsErAn, F. GAuss grafisch- 
rechnerische Näherungsverfahren angegeben, um diese zu bestimmen. Näherungen vor allem 
deshalb, weil der Einfluß nichtlinearer Glieder in der Rechnung unterdrückt wurde. Unter der 
Annahme eines linearen Zusammenhanges zwischen Seitenführungskraft und Schräglaufwinkel 
des luftbereiften Rades untersuchten P. R. Pasray und A. SLIBAR sowohl die stationäre Kurven- 
lage als auch deren dynamische Stabilität. Ein grafisch-rechnerisches Iterationsverfahren schließ- 
lich stammt von K. Enke. In einer kürzlich erschienenen Arbeit führte F'. JInDRA eine Unter- 
suchung des stationären Kreisfahrzustandes unter der Einschränkung kleiner Schräglaufwinkel 
sowohl für Stationärzustand als 
auch für den Störungszustand 
durch.!) 

In der demnächst im Inge- 
nieur-Archiv erscheinenden Arbeit 
wird ein für programmgesteuerte 
Rechenmaschinen geeignetes Ite- 
rationsverfahren angegeben, das es 
gestattet, die stationäre Kurvenlage 
und deren Stabilität gegenüber 
kleinen Störungen zu bestimmen, 
ohne dabei Vereinfachungen be- 
züglich der Nichtlinearitäten der 


Gleichungen des Stationärzustandes 
I vornehmen zu müssen. 
Zu Beginn erscheint es zweck- 


0 mäßig, ein mechanisches Ersatz- 

modell für das Automobil anzu- 

EWERL. m gebem welches nicht nur theore- 

= M / tischen Bedürfnissen gerecht wird 

N sondern auch dem Ingenieur bei 

Abstimmung der Konstruktion auf 
der gewünschte Fahreigenschaften 
praktisch verwerlbare Voraussagen 
zu machen erlaubt. 

Da das zu lösende mecha- 
nische Problem sehr komplexer 
Natur ist, ist insbesondere eine 
vereinfachende Annahme bezüglich 
der Straßenoberfläche zu treffen. 
Im praktischen Fahrbetrieb tritt 
durch die statistischen Uneben- 
heiten der Straßeimmer eine gewisse 
Verringerung der Seitenführungs- 
kräfte gegenüber den am Reifen- 
prüfstand, gemessenen auf. Von 


en Keuntoid, der Im Beisplel ‚yerwendeten Tauftreifen. großem Einfluß ist hier der Abhebe- 
winke st aufgetragen itenfüh . 
a tan DOT Rndaruck” Print Parameter. ANDEAERALN X vorgang des Rades von der Straße, 
_ erac eutet Hinterachse. i itli 
Der et der vier Räder Ist sowohl für o = 35 m/scc wodurch sich der seitlich verformte 
als auch v = 36,5 m/scc eingetragen ! Pneu entspannt. Die Verringerung 


*) Lehrstuhl für Technische Mechanik, Technische Hochschule St; 
') Literaturverzeichnis am Ende des Vorkragsanssugen. Se ich es ee 
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der Seitenführungskräfte ist eine Funktion der Fahrbahnunebenheit und der Schwingungs- 
eigenschaften des Kraftwagens, abhängig von der Fahrgeschwindigkeit. Es wird nun hier die 
Annahme gemacht, daß sich das Fahrzeug auf ebener Straße bewegt. Um sich den praktischen 
Erfordernissen anpassen zu können, sind die Seitenführungskräfte mit einem geeigneten Ab- 
minderungsbeiwert zu versehen. Vernachlässigt wird dabei die erzwungene Bewegung des Fahr- 
zeugs infolge der statistischen Unebenheiten der Fahrbahn. Um die Ableitung der Bewegungs- 
gleichungen nicht zu umfangreich zu gestalten, werden außerdem gewisse Einschränkungen 
gemacht, die jedoch jederzeit fallengelassen werden können. 

Es wird angenommen, daß der Wagenkasten starr ist und eine ebene Bewegung ausführt. 
Auch sollen kleine Störungen des Stationärzustandes keine Wankbewegung hervorrufen. Die 
Räder seien durch starre Lenker oder Achsen mit dem Wagenkasten verbunden und führen 
Parallelbewegungen mit diesem durch. Abheben der Räder von der Straßenebene, Radsturz 
sowie die instationären Reifeneigenschaften sollen hier ebenfalls unberücksichtigt bleiben. 

Schließlich sei noch eine kurze Bemerkung bezüglich der Wahl des Koordinatensystems 
vorangeschickt. Den stationären Kreisfahrzustand soll man sich einfach durch Konstanthalten 
der Gaspedalstellung und durch konstanten Lenkeinschlag hergestellt denken. Zunächst könnte 
man meinen, für die Beschreibung des Bewegungsvorganges sei ein Polarkoordinatensystem 
geeignet, dies trifft aber nicht zu. Wenn man an irgendeiner Stelle der Kreisbahn eine kleine 
Störung aufbringt, so wird das Fahrzeug aus seiner ursprünglichen Bahn herausgeschleudert und 
kommt, falls Stabilität vorliegt, nach einigen Ausgleichsbewegungen in einer anderen Kreisbahn 
zu einem neuen Stationärzustand. Diese neue Kreisbahn soll nicht als instabil gelten, daher 
werden natürliche Koordinaten zur Darstellung des Bewegungsvorganges bevorzugt. 

Zur Bestimmung des Fahrzustandes werden nun die Bewegungsgleichungen des Kraft- 
wagens mittels eines Störungsansatzes in Gleichungen für die stationäre Kreisfahrt und in gewöhn- 
liche lineare und homogene Differentialgleichungen für den Störungszustand aufgespalten. Die 
sieben Gleichungen für den Stationärzustand sind nichtlinear, so daß der gesuchte Zustandsvektor . 
mittels eines Iterationsprozesses berechnet werden muß. Die Untersuchung des Störungs- 
| zustandes beschränkt sich auf die Bestimmung von Dämpfung und Frequenz der Bahnschwingung. 
Nick-, Wank- und Hubschwingungen des Wagenkastens werden nicht berücksichtigt. 

Als Beispiel wurde die Fahrlage eines Rennwagens in einer gegebenen Kreisbahn für ver- 
schiedene Fahrgeschwindigkeiten ‚gerechnet. Das Bild zeigt den Fahrzustand auf einer Kreis- 
bahn mit 200m Radius nahe der kritischen Fahrgeschwindigkeit, die unter 37,4 m/sec liegt. 
Es besteht die Absicht, die angegebene Methode auf instationäre Fahrvorgänge auszudehnen. 


AG 
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Une generalisation de la loi limite de Tresca 
| aux materiaux anisotropes 


De J. BoscHAr*) et D. RADENKoVIC**) 


la a a a an an Da a Baba ET N nu Un Erz Dei ana NZ Pa ne 


nerali i ri isotropes en supposant 
Il semble naturel de generaliser la loi de TrEscA aux materlaux anıso\Top 
que la contrainte de cisaillement limite sur un plan an ae er de re du plan 
envisage, et eventuellement de l’orientation de la contrainte dans le meme pian. 
Dad le present me&moire, nous etudions le cas de la deformation plane, sans been 
faire d’hypothöses sur la contrainte normale au plan de deformation. Il est A noter que dans 
ce cas, la loi limite de Mises apparait comme un cas particulier. 


. . *) Laboratoires de Mecanique des Filuides, Grenoble. 
ion) Professeur & la Facult6 du Genie Civil & Belgrade. 
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Cette etude interessera donc des materiaux tels que contre-plaques, polyesters, ainsi que 
des massifs stratifies par exemple. 

Le plan de deformation est repere par rapport ä deux axes OX et OY rectangulaires. Soit 
K(a) la resistance au cisaillement sur la coupe dont la normale ni fait l’angle « avec OX, et z, 
le cisaillement effectif sur Ja m&me coupe. Le critere d’&coulement s’Ecrit alors: 


(1) max {|| — K(a)} = 0 


en supposant K(«a) independant du sens de r,„ (Notations et conventlions des signes etant donnees 
sur la Fig. 1). On peut repr&senter la fonction K(a) par un diagramme polaire dans le plan OXY 
(Fig. 2). 

Il est facile de voir que l’on a toujours K(a +) = K(a). Si le materiau est orthotrope 
avec OX et OY, comme axes de symetrie, on a K(n— a) = K(a) et K(— a) = K(a); en sup- 
posant en m&me temps K (a + r/2) = K(a), on obtient une forme (Fig. 2a) correspondant A 
la loi de Mıses orthotrope &tudide auparavant [1]. Le cas du materiau stratifie [2], avec les 
- plans de cisaillement privilegies dans la direction OX, est represente sur la Fig. 2b. 

En introduisant l’espace des contraintes A trois 
T=-%y di ıensions 


0, o,[Y2, o,Y&, — u, =, (ig. 3) 
on voit que le critere (1) est represente par une 
surface limite cylindrique dont les generatrices sont 
paralleles ä l’axe hydrostatique p. En effet: 


(2) ln] = |sz sin2& + 7,cos2a| = K(a) 
est l’equation de deux droites dans le plan s,, T, et 
la directrice du cylindre limite est l’enveloppe de la 


famille de ces droites, au paramettre « variable. Son 
equation est: 


Se Klo) ala a a 
(3) 2 da 

T ER) So & 

Pu 5 u 2a. 


Dans le cas du materiau de Mıses orthotrope de la Fig. 2a, cette courbe est une ellipse. 


Une analyse detaillee montre qu’il existe des cas oü l’&quilibre limite ne pourra &tre atteint 
que sur cerlaines coupes dites „actives‘. Supposons, par exemple, que dans une zone de coupes 
.a + 2, on a K(a+n/2) = K(a). A cause de l’equilibre, on a 7.(%) = 1u(& + n]2). La 
valeur limite de cisaillement ne pouvant pas depasser K(«) sur les coupes a, K(& + r/2) ne peut 
©tre jamais atteint dans les coupes perpendiculaires qui restent „passives“. Cette distinction 
‚des coupes actives et passives joue un röle important dans l’analyse des deformations. 
On peut demontrer que le problöme de la repartition de contraintes est hyperbolique. Le 
reseau de caracteristiques est forme& par deux familles mutuellement orthogonales, dont une 
est tangente & la direction du eisaillement limite en chaque point. 
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donnes 8 i :quilibre indefini ) 
par (3) dans les &quations de l’&quilibre indefini, on arrive au systeme: 


(4) 


op 00 Ö 
| en + f(a) cos 2 « = + fo) sin2«a in ==), 


[u 


ae 


op i 00 
[® + (a) sin 2a — — /(e) cos 2 a 
1@K 


oü I) = > +2 K. Le systeme (4) posstde des caracteristiques reelles, dont les 
Equations sont: 


6) 


er dy 
Rn =tga et men ri 


Le long des caracteristiques, on a des relations: 


(6) 


dp + fl) da =0. 


Avecc les donnees aux limites correspondantes, ceci permet de trouver les solutions analo- . 


gues A celles du probleme plan en plasticite isotrope. - 
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Pour associer la distribution des vitesses & un &tat d’Equilibre limite donne, on peut sup- 
le materiau plastique-rigide et adopter le potentiel plastique sous la forme donnee par MIsEs. 


Hırt, Plastieity, Oxford 1950. 
V. SoKoLovsKY, Statika Siputchei Sredi, Moscou 1954. | 


Anschrift: Dr.-Ing. Draaos RADENKOoVIL, Prof. associ6 A la Fac. dos Seionces & Grenoble, 2, rue Casimir Brenier, 


Grenoble, France 


- Über die Biegeschwingungen von Balken bei Berücksichtigung 


geometrischer und elastischer Nichtlinearitäten 
Von GÜNTHER BRINKMANN*) 


Zur Aufstellung des Dehnungstensors in einem raumfesten Koordinatensystem für ein 


einem Verschiebungsfeld v; = v;(z;) unterworfenes räumliches Kontinuum wird ausgegangen 


er um die Richtungsaussagen erweiterten Definition der Dehnung und der Wiakelverzerrung: 
Dehnung in xz;-Richtung infolge einer Deformation eines Körpers ist die Verlängerung 
einer differentiellen, Strecke, welche nach der Verformung des Körpers in z;-Richtung liegt, 


“ dividiert durch ihre Ausgangslänge; 


Winkelverzerrung infolge einer Deformation zwischen der x -und z;-Richtung ist die 
Winkeländerung zwischen zwei Strecken, welche nach der Verformung in x;- bzw. ;-Rich- 
tung liegen. j 

Hiermit werden die Komponenten des Dehnungstensors in einem kartesischen Koordinaten- 


system unter‘ Berücksichtigung quadratischer Glieder in den Ableitungen des Verschiebungs- 
feldes v; zu 


1 1 Fa 
= = 32 Ir; +1: +; r 0,.)-(04 +; an 840.) — Di, 0,5 — Y5, 8 Un, — Un, i On3 


mit den Bezeichnungen für partielle Differentiationen, z. B. v;,;= Qus/öx;, und ö;; gleich dem 


ECKER-Delta. 
Für ebene Verformungszustände (v, = 0, u, = 0) erhält man den Dehnungstensor zu 


n 1 
V2,2— Uz,yVy,2 5 Dy,zUy,z Z Yan + Une — Un z Van — Una Dun) 0 


En 


1 - 
7 (vz,y + Dy,2— Vr,2 02,9, — Uy,a0uy) Yyy—dyeday 9 Uz,yP’z,y 0 
BE er ern er a Te a ENERER 
| ' 0 = 0 0 


\ *) Lehrstuhl f. Technische Mechanik, Techn. Hochsch. Stuttgart, Fak. Bauwesen. 
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Mit den Beziehungen zwischen den Tensoren e und o, den Kugeltensoren’ € und 9 und den De- 
viatoren e’ und 0’ 
e=E+E, o=0-+0 


wird nach KAuUDerer das nichtlineare Dehnungs-Spannungsgesetz in erster Näherung zu 
°=3K(l+MmeNE 
"=2G(l+yıEmeE 


mit K gleich dem Kompressionsmodul, G gleich dem Gleitmodul, x, und y, gleich zwei zusätz- 
lichen Werkstoffkonstanten sowie &7 gleich der 1. Invarianten des Dehnungstensors, &7; der 
2. Invarianten des Dehnungsdeviators. 

Für das Verschiebungsfeld wird die Gültigkeit der BErnouLuıschen Hypothese vom Eben- 
bleiben der Querschnitte eines Balkens angenommen. Unter zusätzlicher Annahme einer Ver- 
schiebung der Balkenquerschnitte in z-Richtung (= Richtung der Balkenachse), die jedoch 
einem anderen zeitlichen Bewegungsgesetz folgt, erhält man als Verschiebungsansatz 


— Aunmaycosmazsinn@l-+ Bun cosmazxcosn wi 


a on © 
nn | . . 
b=|v,|= AR Ann sinmazsinnwl 
m=-1in=0 
D,; 0 


mit den Konstanten a =n/s, ® = 2n[/T, = Länge des Stabes, T = Dauer einer Schwingungs- 
periode. Setzt man diese Ausdrücke ein in das Hamısronsche Extremal-Prinzip für die Arbeiten 
A und die kinetischen Energien T . 


S(6A +5T)dt= 0 
At 


unter Vernachlässigung von äußeren Arbeiten und eingeprägten Kräften, so erhält man infolge 
der nichtlinearen Gesetze ein in nichtlinearen Gliedern nichtsymmetrisches Gleichungssystem für 
die Amplituden der Ansatzfunktionen. 

Gesucht sind die Bewegungsformen eines erregten, gedämpften Kontinuums für ver- 
schwindende Erregung und Dämpfung, also die Rückgratkurven im Frequenz-Amplituden- 
Diagramm. Hierfür kann man sich beschränken auf die Untersuchung der symmetrischen Anteile 
des Gleichungssystems oder, was dasselbe ergibt, auf die Bestimmung des Minimums des dem 
Gleichungssystem zugeordneten RAYLEIGH-Quotienten für reelle Frequenzen. Nach Streichung 
aller Glieder zweiter und höherer Kleinheitsordnung im Gleichungssystem und Bestimmung des 
RAYLEIGH-Quotienten erhält man schließlich die Frequenz als Funktion der Werkstoff- und 
Balkenparameter und der Schwingungsamplitude zu 


(x +26)Matı,, 
Te N 2 IE TR 3 
Sn Frei, | m slk+tc) a i ic) 

| +3 K+ZG) I [X +50) P 


1 3 
9R(K 36) ka (F a M 
BERN Te u make ra | 9 
4 \2 TT n. 
32 F(K +36). s4rı(K +56) 
Hierbei bedeuten 


Iy, das Flächenträgheitsmoment: I,=/[ydF, 
F 

I,ı das Flächenmoment 4. Ordnung: I,, = [y!dF, 
F 


k die Ordnung der Schwingung. 


Mit den Parametern für einen rechteckigen prismatischen Balken 
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ergibt sich die Kreisfrequenz zu 


je 
K+-GM 
| +73 ) SE 


ai, I ii Akı l (i+m)Rm Im 27 
B 12 + Kimi? » a gun) N"Tol—a) 6ri—®) 
u ImR Era RT 
A | 


Hier entspricht das Glied mit y, vollständig dem von KAUDERER [1] bestimmten nichl- 
linearen Anteil im Frequenz-Amplitudengesetz. 


Literatur 
[1] KAuperer, Nichtlineare Mechanik, Berlin 1958, Springer-Verlag. 


Anschrift: Dr.-Ing. GÜNTHER BRINKMANN, Kornwestheim, Breslauer Str. 21 


Die Torsion der inhomogenen Platte 
Von Hans BUFLER 
es elastisch-isotropen und homogenen Körpers lassen 


wie die Verschiebung v in Umfangsrichtung 
z), die der partiellen Differentialgleichung 


Bei axialsymmetrischer Torsion ein 
sich die Spannungen = 7,und"= 7, (Bild 1) so 
bekanntlich durch eine Verschiebungsfunktion P(r, 


0? 10 1 02 | 
ae +75) 99-0 
genügt, ausdrücken. 

Handelt es sich um eine unendlich ausgedehnte Platte konstanter Dicke, so macht man 
zweckmäßig von der HAnKEL-Transformation erster Ordnung?) Gebrauch, die zu einer gewöhn- 
lichen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten für die Transformierte 


D(A, z) führt. Die Transformierten der Spannungen und der Verschiebung (erster Ordnung für 
v(r,z) und t(r, 2): v(A,z) und T(A, z); zweiter Ordnung für 7*(r, 2): T*(A,z)) kann man alsdann durch 
&(A,z) ausdrücken. Entsprechend den beiden Integrationskonstanten A(A) und B(A) stehen 
zwei Randbedingungen zur Verfügung. 

"Sind mehrere Platten (mit verschiedenen Schubmoduln G; und verschiedenen Dicken I) 
aneinandergeklebt (Bild 2), so erscheinen bei den Zwischenschichten anstelle der Randbedin- 
gungen die Übergangsbedingungen: Im vorliegenden Fall reiner Torsionsbeanspruchung müssen 

übertragene Schub- 


beim Übergang von einer’ Schicht zur anderen die Verschiebung v und die Ic S 
‚spannung r stetig verlaufen, so daß zwei Bedingungen an einer Übergangsstelle, mithin bei 


N Schichten Su h der beiden Randbedingungen) 


3 N Bedingungen zu erfüllen sind. 


* 
= 
pt Ze ; 
Bild 1. Die Spannungen + und ® bei axialsymmetrischer Torsion + Bild 2. Die aus N Schichten bestehende Platte 
Hanket-Tronsformation bei Torsionsaufgaben geht zurück auf I. N. SNEDDON, 
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Dee oronto/London 1951, 8. 500. 
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Man umgeht die Auflösung von 2 N Gleichungen für die 2N Konstanten A, und D,, 
‚ric > . € j x : % 
indem man von der Methode der Übertragungsmatrizen Gebrauch macht )- ‚Danach werden die 
Konstanten A, und B; der k-ten Schicht durch die beiden, für den „Zustand“ an einem Schicht- 


rand (es sei der untere Rand gemäß Bild 2 gewählt) charakteristischen Größen Df_,(4) und 
% (A), die die Komponenten des „Zustandsvektors““ 


ae Be 


i = ‚+ ss dul, ı* B sdicke 
z (mit uf = ir %> G* Bezugsschubmodul, A* Bezugsdicke) 
T._ı(A) - 


bilden mögen, ersetzt. Die „Zustände“ an den Stellen k und k— 1 sind dann verknüpft durch 


die Beziehung (A) = UA) (A) 


wobei ‚ DR 
1 MG, 
Cof A hy Ihr 6, EinAly, 
LA) N rennen 
[1 EE : 
A h; IM VE Ein 2 I Co] / h; 


die Feldmatrix bedeutet. Wegen der geforderten Stetigkeit erhält man daraus 
ty(A) = UA) 1o(A) 


mit U = Ay Ay_ı... U, als sog. Übertragungsmatrix. Diese Beziehung dient zur Ermittlung 
der beiden nicht vorgegebenen Komponenten der Rand-Zustandsvektoren t, und ty. Mit %, 


stehen auch alle übrigen t;, und damit — nach Rücktransformation — die Spannungen und die 
Verschiebung fest. e - 
Als Beispiel wird der elastische Halbraum mit aufgeklebter Randschicht bei Beanspruchung { 

= M ige i 

durch ein konzentriertes Torsionsmoment (entsprechend T,(A) Tl behandelt. Die in der ' i 


Lösung vorkommenden Integrale wurden für verschiedene Verhältnisse der Schubmoduln G,/Gz A 
numerisch ausgewertet. ; 
Die Differentialgleichung der Platte mit kontinuierlicher Veränderlichkeit des Schubmoduls 


mit der Tiefe gewinnt man aus der Differenzengleichung t, = U; t;_, durch den Grenzübergang 
l, —0. Sie lautet: 


0 ) 

AR REN PR 
(m—62) 109 =0, | | 
wobei € die Einheitsmatrix bedeutet und 
H 1 G* i 
.. : R* G(@) | 

f ne BR 
12 Iı* = 0 


Gehorcht der Schubmodul dem Gesetz 
ö f 
I Ge) = 6," (G, = const, & = const.), 


so erhält man für die Spannungen und für die Verschiebung eine einfache Lösung in Integral- 
darstellung. Die Formeln wurden auf den elastischen Halbraum mit konzentriertem Rand- 
moment spezialisiert und für verschiedene « numerisch ausgewertet. 


=" Anschrift: Privatdozent Dr.-Ing. Hans BUFLER, München-Germering, Parsbergstr. 1 


2) Dioso Mothodeo wurde vom Verfasser auch auf don ebene 


j k n und den axialsymmetrischen (torsionsfreien) 
 Verzerrungszustand oinos goschichtoten Körpers angewandt: H 


. Burter, Ing.-Ärchiv 31 (1962), 8. 229. 


Die vollständige Berechnung der biegekritischen Drehzahlen 
von Rotoren mit Hilfe von elektronischen Digitalrechnern 
j Von JoHann FADLE 


1. Einleitung 


Die vorliegende Arbeit hat das Ziel, ein einfaches Verfahren zur Berechnung der MAXWELL- 
schen Einflußzahlen für eine abgesetzte Welle eines Rotors mit zı Scheiben ohne einspannungs- 
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förmige Zwischenstützen (Bild 1) zu entwickeln, 
bei welcher alle Scheiben aus herstellungs- 
technischen Gründen auf einem Wellenteil mit 
gleichem Querschnitt sitzen.: Die gefundenen 
Beziehungen gestatten eine einfache Program- 
mierung, die zusammen mit bekannten Itera- 
tionsverfahren für ein Matrizeneigenwertprob- 
lem ein vollständiges Programm zur Berechnung 
sowohl der niedrigsten und höchsten als auch 
sämtlicher biegekritischen Drehzahlen ergeben. | 
Die durch die Scheibenfliehkräfte Z, = BI Au HOME 136 WEHR UN Acheinen 

=myjo® j=1,2,...,n) hervorgerufenen 

dynamischen Durchbiegungen y; an den Stellen der einzelnen Scheiben i (i=1,2,...,n) er- 
geben sich zu [1] 


Me 
(1) wir any a 
-1 


‚ In (1) sind der Eigenwert A, die modifizierten MAaxwerzschen Einflußzahlen ©, und das 
dimensionslose Massenverhältnis u, zweckmäßig für 


m; + 103 1 


y E x 
As ER o[(dm?],' %y= m o; [dm?], PR 


eingeführt. 
Die Gleichungen (1) ergeben ein homogenes Gleichungssystem für die y ((=1,2,...,n), 
die sich nach Einführung der Matrix der Maxweırschen Einflußzahlen A = |j&;;|| und des 


Vektors ) auch in der Form 
(la) (x ding m — ©) y=0 


schreiben lassen und somit ein Matrizeneigenwertproblem darstellen. 


2. Berechnung der modifizierten Einflußzahlen &;; 


Nach der Arbeitsgleichung der Festigkeitslehre folgt für &;, als Durchbiegung einer ab- 
gesetzten Welle an der Stelle x, hervorgerufen durch eine Einheitslast 1 an der Stelle z;, die 
einfache Beziehung 


2 
a 


e I 
(2) &;ldm?] = 10%. E Imax ' 0; = = | EM) dE + 2 | (U — 8) Mu(e) de 
() 


2% 


f 


In (2) bedeuten M,(&) E TE M,(&£) die verzerrte Momentenlinie für die Einheitslast 1.an der 


Stelle x; (nicht 2,) und S? bzw. S" die statischen Momente dieser Momentenfläche links bzw. 

rechts von der Stelle z;. Damit ist ein einfaches Verfahren gefunden, nach dem man sämtliche 
_ „ Einflußzahlen &,(j Z i) und &,, aus zwei Ausgangsgrößen herleiten kann, die man zweckmäßig 

für den kleinsten Wert von i=1 als die sla- A 

tischen Momente $/, und Sj, zur Berechnung Fl, - x) 

von %,, wählt. 

Die Herleitung dieses Zusammenhanges 
zwischen &; und &; gelingt, wenn man von 
der verzerrten Momentenlinie für die Einheits- 
last 1 ausgeht und die Änderungen bestimmt, 
welche die statischen Momente S! und S” beim 
Übergang von der Bezugsstelle x; auf 25 er- 
fahren. Wesentlich schwieriger ist es beim Zu- 
sammenhang zwischen &; und &;, wo die 
Änderungen der statischen Momente beim 
Übergang von 2; auf 2; aus zwei verzerrten 

-Momentenlinien für die Einheitslasten 1 an 
den Stellen %; und T bestimmt werden müssen. Bild 2. Zur Ableitung der statischen Momento einer Trapezfläche 
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Aus den Bildern 3 bis 5 ist ersichtlich, daß es sich bei diesen Änderungen immer um die 
Beiträge von Trapezflächen zu den statischen Momenten AS! und AS’ handelt, die sich aus 
Bild2 nach Anwendung des B-U-Verfahrens von AnDREE durch Aufspaltung der Trapezfläche 
in einen symmetrischen und antimetrischen Anteil leicht angeben lassen. Es kommt 


AS! = (x, —x)) hr ni Ki 5 sh “ (u h) 2], 
) h,+h x, +7 1 
AS = | 3 (ER) ih) al. 


Bild 3. M-Linie für Einheltslast 1 an der Stelle 24 und 
y>m. 


Bild 4. M-Linie für Einheitslast 1 an der Stelle 24 und 
y <a. 


Ye 
RER 
NILIEIER 


1. . N 
xj a lu 
Bild 5. Mi- und Mj-Linie für Einheitslasten 1 an den Stellen 4 und 23 > zu. 
Mit den Endordinaten der Trapezflächen aus den entsprechenden Momentenlinien lassen 


sich nach (3) di is a find: ; 
EnEeben, (3) die Änderungen der statischen Momente für die drei vorkommenden Fälle leicht 


1) 4 für j>i: Mt = E: _ lo ll 
)&% fürj>i: Mtg=-n, =, h ee r ), h,= ee N 2) (siehe Bild 3) wird 
Si=S;+4S= +7) a E > =) ne Bad SR] 
GR 2 12 £ 


(4) ” 
cr r Ti — 
S == Si— 48’ = Bir, (2; —ı) 4 =) -- (%; a . 


REN E I—ı x I 
1 he | ; 24 ger % Y or 1 u 
( » lesen +7 Si= i +7 77 ;— [31 — (+ 22)].' 


l 
\ 


u ee ZT 


ul rien: 
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a er, N Ben x l— T T; l— h R 
2) &; fürj<i: Mitz =2, u =1, h= ash SR ) ei ee (siehe Bild 4) wird 
Si er ee y = Be te en ) uk + X; j ar (2; = 
6) 12 
= Su+4S’= Si; EI | En Er en 
+ "u—a) I 122: 
, . l— I—ı; RE 11l—ı 
(5a) = —- “ 2.5; + si = er Si 2 S Su — (X; — 2;)° (2 + z;) a 


3).&,, für j > Ü: Aus den zwei verzerrten Momentenlinien M; für 1 an der Stelle x; und A; für 1 
an der Stelle z; ergeben sich zwei Trapezflächen, welche die entsprechenden Änderungen der 
statischen Momente liefern. Wegen der linearen Abhängigkeit zwischen den Ordinaten der 


M;- und M;-Linie in den Abschnitten 


(6) erst ee re 
—u TI. 


können S%, und S7; nach (6) und mit dem Beitrag der entsprechenden Trapezfläche leicht 
berechnet werden. Mty =, ,=2% 
u dl ie) RB AL a 


s(l—%) (l— 1) 
12:05 l 


PS 
für Sjj» 


= = für S); 
(siche Bild 5) wird 


I re 


SH you (@ + a) (— 1)? 
—T = I i 2 ar 12 : 


@ 


ur Siı %—ı u +. (2; — 2)? 
Ye a (ne rm 
(78) u S;+ R Sjj 


ER REN RE OR e 3 I—2, 2a). 
En) Bere eh Rs 2;)° ‚Bi (3 +2%)] + n (X; x) 


3. Nachweis für dio Symmetriebedingung %; = 95: 


"Berechnet man die zu &; gehörenden statischen Momente S;; und 57, durch Vertauschung 
von j - i gemäß Bild‘4 aus (9), so erhält man schließlich mit Berücksichtigung von Y 


jest „ta, BI a 
N S;— u (Eh ) 5 12 . I-z Siis 


( + 2 y+u_ SE 
£ 12 


- 3 1, Bl + 2m]: 
IT 6 
Unter Beachtung von (4a) kommt dann für &; 


2 her r 
en N a 7 Su 


A Sicht u 2 By re 


u 


. e 
a 2. Er, ru 

N rg N 
aw ik B a 


ir wi 
hr 
eo 
57 
er - } z 
ale; 
Fe 
Pr 
4 Pe 
Bü . 
3) 
Ki 
u IA DS n 
AR a Shi, & ht 
ns TR . 
2 ae ee TE aa u 55 207 a no 
AUTayE ” lm 
BE. BBwaT et 
{ 
> Bi: iu N ’ Eı ir . r 
Fri.) fi ser FHbhn Ta: ä 
. az 15 EN 
Br - F ae 4 4 
a „or un 
. ae rk |- „Zamıda j ri ii) tar da m 
Merfurme: 0“ 
EEnmrenund a = ern! r (n 
B.Radiarve: eur IR tar] a 
4 » I » F Mr / 
“ TE j 
MER ! Zul Al Ö u 6 2.1 Ta ei u 


e a euer i sahne Ale Fre Ga #3 Var ro Tr u 
En _ Area Hi) LEN $ nr \ ist % \ ISMEIRETI 1; PR 7 Pe. | 
ie Aalen vr Kan Hysüi nn 8 uahnikcheri 2’; 3 die m Er A aa P sr,;änk nl I - 

Be! 5 ' rent tn) R iu N m ir un $| Aarz Mi 
1 Theerser un ein Svılom part r rw sur iu en 12 si ri ta 2 
u ar ‚ x 4 u eg Lei u o irn ’ 4 Io ARE ‘ 


jshesn A Bech.den Anna: 3 Ing EERRMEN - s u 


eh nee RETTEN en > A 
> ai Ma Berta son geirihnffehen RE Ta het Per Zu 


es vorlingeuds Biere) eg 


dh; er 
! # F 


:. En 


ou EWR 


wg 


D 
rn 
H= 


u. Ze 
2 gi 
2 Fu 


T 98 C. Allgemeine und Elastomechanik 


4. Programmierung für die Bereehnuug der Einflußzahlen &,; und der Eigenwerte A, und An 


Mit den gegebenen Ausgangswerten S/ , Sjı wird durch schrittweise Erhöhung voniS>i-+l 
die Berechnung der S, SE =2,3,...,n) nach (7) vorbereitet, aus denen durch fortlaufende 
Erhöhung von j> 7 -+ I der Reihe nach die Si, 57, für [Si nach (5) bzw. (4) und mit ihnen 
sämtliche &,; Wi=1,23...,N) berechnet werden. Nach jedem Rechenschritt erfolgt eine 
Kontrolle &; = &;j, womit zusätzlich eine Kontrolle für die richtige Berechnung der Ki anfällt. 

Dann werden aus &;; und j1, die Elemente der Produktmatrix ® = |[&;;|] » diag zu; gebildet. 
Die Berechnung des niedrigsten bzw. höchsten Eigenwertes A, bzw. }„ erfolgt nach dem v. Mıses- 
schen Iterationsverfahren in Matrizenform mit einem Iterationsvektor 3 gemäß [2] 


> ir er BE” 
= lim — = lim ————; 4, = lim = lim ———. 
(8) x Fe dr-+H1 ne sor+1 do Ben dr+1 _>o 2 do 


Die Berechnung sämtlicher Eigenwerte 4 ((=1,2,...,n) kann nach der FALk- 
LAnGEnMmEYERSchen Programmierung [3] erfolgen. 

In den Rechenstreifen gehen lediglich die Scheibengewichte G;, die Scheibenkoordinaten 
%(i=1,2,...,n) und die beiden statischen Momente S , S{ı ein. Die Programmierung selbst 
wurde von einem Hörer meiner Vorlesung über „Eigenwertprobleme der technischen Dynamik“, 
Herrn HEınrıcHn LEHMANN, im ALGOL-Code durchgeführt. 


5. Beispiele 
Für alle drei Beispiele wurden die gleichen Werte angenommen: 
l=30[dm], . Si, = 15,035760 [dm?] , $51ı = 725,297559 [dm?] 
und zwei Fälle für 7 und ein Fall für 10 Scheiben durchgerechnet. Es ergaben sich 


a). n=7 x 
; KR ; | 
x; [dm] 3,5 | 5,0 | 8,5 | 10,5 | 165,5 | 18,5 | 25,0 
G; [kg] 300 | 300 | 400 | 500 | 600 | 600 | 700 N 
1/A, = 3828,0492 ... x 
b) n=7 


x; [dm] 3,5 | 6,5 8,5 | 13,0 | 15,5 | 21,5 | 25,0 
\ G [kg] 300 | 400 | 400 | 500 | 600 | 700 | 700 
1/A, = 3953,0566.... 
c) n = 10 
SIRERRRUIFTNIHE TEN ER 
z[dm) | 3,5 | 50 | 65 | 8,5 | 10,5 | 13,0 | 15,5 | 18,5 | 21,5 | 25,0 
G; [kg] 300 | 300 | 400 | 400 | 500 | 500 | 600 | 600 ! 700 | 70 
1/A, = 5806,1267 ... 
Mit den gerechneten Werten für A, folgt schließlich nach (1) y 
9 + E J max 
[Op Vai l/sec] . 
103 :G, 1 [ l ] 


Die Rechnungen wurden auf dem Rechenautomaten Z 22 des Instii Ü 
t 
Mathematik, Prof. WEISSIngGER, der TH. Karlsruhe durchgeführt. a 
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Über die Berechnung der kritischen Axiallasten gelenkig gelagerter 
Kreiszylinderschalen mit Hilfe des Mehrstellenverfahrens 


Von G. FISCHER 


Es soll das Stabilitätsverhalten einer dünnwandigen, gelenkig gelagerten Kreiszylinder- 
schale unter Axiallast und Innendruck untersucht werden. 

Der aus der klassischen (linearen) Stabilitätstheorie [1], [2] errechnete Wert Na=1 
für die kleinste kritische Last N. m’ unter der erstmalig Instabilität auftritt, ist zu groß und 

min 

im Versuch nie beobachtet worden. Die Versuchsstücke schlagen unter bisweilen wesentlich 
kleineren Lasten plötzlich durch, die auftretenden Radialverschiebungen sind groß. 

Zur Beschreibung dieses Phänomens muß eine nichtlineare Theorie herangezogen werden [3]. 

Zur Lösung solcher nichtlinearer Randwertaufgaben benutzle man bislang das „Energie- 
verfahren“, d.h. man wählt einen Näherungsansatz für die Radialverschiebung und bestimmt 
dessen freie Parameter derart, daß das Gesamtpotential zu einem Minimum wird. Die mit diesem 
Näherungsverfahren für den unendlich langen Zylinder durchgeführten Rechnungen ergeben 
zwar einen starken Abfall der getragenen Last im Nachbeulbereich [4], liefern aber als kleinste 
kritische Last weiterhin die klassische Last N... Da sich zur Bestimmung der kritischen Lasten 
von Zylindern endlicher Länge das genannte Verfahren nicht besonders gut eignet, wird in diesem 
Falle wie folgt vorgegangen. 

Vor dem Erreichen der kritischen Last N, erfährt der Zylinder eine axialsymmetrische 

min 
Verformung w = fu(X). 
Entsprechend gilt für die Spannungsfunktion ® = g,(t). Nach dem Durchschlag setzen 

sich Radialverschiebung und Spannungsfunktion aus zwei Anteilen zusammen 


(1) w= fa) +! y), P= HR) + 0@ Y)- 


In einer hinreichend kleinen Umgebung des Verzweigungspunktes sind die Funktionen /, 9 
nebst ihren Ableitungen klein. Unter Berücksichtigung von (1) läßt sich das Doxneutsche 
System aufspalten in ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen für Io 90 (die Gleichungen 
der linearen Theorie) und ein System partieller Differentialgleichungen für /, 9, deren nicht- 
konstante Koeffizienten die Ableitungen der axialsymmetrischen Anteile fo 90 Sind. Das zweite . 
System kann durch den Ansatz 


I y) = 33 /n(&) cos - ’ 9, y) = 3 In(x) c0S - 


n=1l n=1 


in unendlich viele homogene Systeme von gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen mit 
nichtkonstanten Koeffizienten überführt werden. Das vorliegende Eigenwertproblem ist mit 


dem Mcehrstellenverfahren gelöst worden. Im Bild ist der kleinste Eigenwert Ner in über dem 


Innendruck p aufgetragen worden. 
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Der Vergleich mit den Versuchsergebnissen zeigt gule Übereinstimmung für höheren 
Innendruck. Die noch bestehende Diskrepanz für kleinen Innendruck läßt sich aus dem Vor- 
handensein von Vorbeulen erklären. Zur Untersuchung des Vorbeuleinflusses werden die MAR- 
averreschen nichllinearen Gleichungen herangezogen [5]. Die für den idealen Zylinder durch- 
geführte Aufspaltung in zwei Systeme läßt sich auch für den Fall einer axialsymmetrischen Vor- 


beule w,(x) durchführen. 2 we 
Im Bild sind die für die kleinsten kritischen Lasten Ner mn einer Vorbeule 


cos? Ines) 
RN kIs0Arr, 
I yi2(i—») 
r en | 04Arr 


errechneten Werte eingetragen worden. 

Die weitere Verringerung der getragenen Last infolge einer Vorbeule wird durch die Rech- 
nung gut bestätigt. 

Die obige Arbeit wird im Laufe des Jahres 1962 in der „Zeitschrift für Flugwissenschaften“ 
veröffentlicht werden. 
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Momentenbestimmung in einer Kragplatte 
nach der Differenzenmethode 


Von ERNST GIENCKE 


‚Die Flügel der Hochgeschwindigkeitsflugkörper können wegen ihrer feingliedrigen Struktur 
häufig als Platte idealisiert werden. Da es sich hierbei meistens um schiefwinklige Kragplatten 


mit in Längs- und Querrichtung stark veränderlichen Steifigkeiten handelt, ist man zur Be- 


stimmung der Momente auf numerische Methoden angewiesen. Dazu kann man z. B. die Platten- 
gleichung in eine Differenzengleichung übersetzen [1] oder mit einem doppelreihigen Rırz-Ansatz 
das Prinzip der virtuellen Verrückungen!) 


(1) SS {M,öw’’ + (M,, + My.) öw'' + M, dw” — p dw) dx dy = 0 


anwenden [2]. Man kann aber auch beide Wege benutzen, indem man einen einreihigen Rrrz- 
Ansatz in Tiefenrichtung (y) 


(2) wer, y) = & wnla) ynly) 


macht und die aus dem Energieprinzip (1) gefundenen Differentialgleichungen für die Funktionen 
w„(x2) nach der Differenzenmethode löst. Der Ansatz in Tiefenrichtung ist vorteilhaft, weil man 
über das Verhalten des Flügels in dieser Richtung im voraus gute Aussagen machen kann. Denn 
in erster Näherung verhält sich der Flügel wie ein Balken, bei dem sich die einzelnen Querschnitte 
ı= const durchsenken und verdrehen, ohne daß sich dabei die Querschnittsgestalt.ändert. Es 
ist also Yoly) = I und y(y) = y. Bei Flügeln kleiner Streckung kommt es wegen der relativ 
großen Flügeltiefe auch zu einer merklichen Biegung in Tiefenrichtung. Wenn man nämlich 
die Belastung, die eine reine Biegung und Torsion hervorrufen würde, abspaltet, bleibt noch eine 
Gleichgewichtslast ohne resultierende Querkraft und ohne resultierendes Moment (über der Tiefe) 
übrig. Diese wird im wesentlichen über Biegung in Tiefenrichtung ausgeglichen. 


2 


P 


.!) Dio Ableitungen nach & und y worden mit ()’ und ( )* bezeichnet. 
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e an aus (1) die Differentialgleichung für die noch unbekanntefi Durchbiegungen w,(x) 
zu finden, müssen wir in (1) alle Ableitungen von dw nach x durch Teilintegration beseitigen: 


(3) SS {MZ öw — (M,, -+ M,2)' öw' -+ M,öw" + po uw dedy=0, 
(Aa,b) [IM,öw],_ody=0,  [IAZ— P) öw— (M;y + My) öw],_.dy = 0. 


An sich verschwindet zunächst nur die Summe der drei Integrale, damit diese Gleichung aber 
een nitterentı ee en a I Integral für sich verschwinden. Die erste 
ee ey anchält Her ng = die Funktionen WR), die beiden andern die Rand- 
ingungen. (de P a mentenbedingung M,= 0 am freien Rand und die Einspann- 
bedingung w’ = 0 an der Flügelwurzel. Aus (4b) folgt, daß am freien Ende die sogenannte 
Iörsalzquerkraft gleich der Randlast ist. Wir benutzen die Querkraftgleichung in der Form (4b), 
die von der allgemein üblichen abweicht, weil wir durch diese Schreibweise erreichen, daß die 
Eckkräfte P=—(M,,+ M,:) an den freien Ecken nicht explizit auftreten, sondern durch 
einen Ausdruck zusammen mit der Ersatzquerkraft erfaßt werden. 
Damit das Wesentliche klar herauskommt, wollen wir uns im folgenden auf den Rechteck- 
flügel mit orthogonaler Struktur beschränken. Dafür lautet das Elastizitätsgesetz, wenn man 
zur weiteren Vereinfachung die Querkontraktionszahl y= 0 setzt, 


(5) M.=— BD, w, M,„=M.=—Bw, M,=—B,w". 
Führen wir nun in die Gleichungen (3) und (4) den Ansatz (2) und die Elastizitätsbeziehungen (5) 


ein und setzen wir die virtuelle Verrückung so an, daß nur die „Amplitude‘ w,(&) der Funktionen 
y„(y) variiert wird 


dw = Öw,(X) yı(Y) » 


so lassen sie sich nach Ausführung der Integration über y in der Form 


(6) 3 {(Bzmn 0m)" — 2 (Bun wu) + Dunn Dar Das 
(7a,b) & Brmn Im=0, 2; Dome wm) — 2 Ban ww} = —P, 
a m m 


schreiben. Darin sind die neuen Steifigkeiten und Lastwerte wie folgt definiert: 
(8) a = 4 D; Ym Yn dy D ERS = Y B Ym Yn dy ’ Bin > f B, Ym Yn dıy B 
Pn=Spywdy Pa=SPyndy. 


Wir haben also ein System von gewöhnlichen Differentialgleichungen 4. Ordnung erhalten, deren 
Koeffizienten im allgemeinen stark veränderlich sind. Die Differentialgleichungen sind am 
wenigsten untereinander verkoppelt, wenn man für y die Eigenfunktionen des schwingenden 
Balkens, der an seinen Enden völlig frei ist, verwendet. Hierbei sind nämlich die Funktionen 
und ihre vierten Ableitungen untereinander orthogonal. i 
Um das Wesentliche zu zeigen, genügt es, wenn wir uns auf einen eingliedrigen Ansatz 
beschränken. Dann fallen in den Gleichungen (6) und (7) die Summen weg, die Indizes m und n 
sind gleich und können weggelassen werden: 


(6’) (B,w’)' — Bw’) +D,w=p. 


f 


Diese Gleichung ist bekannt als Differentialgleichung des gezogenen elastisch gebetteten Balkens. 
Dabei rührt das Balkenglied von der Biegung in Längsrichtung, das Zugkraftglied von der 
Drillung und das Bettungsglied von der Biegung in Tiefenrichtung her. Ungekoppelte Gleichungen 
wie (6’) ergeben sich auch, wenn man in (2) nach dem dritten Gliede (m = 2) abbricht, was 


- meistens zur Berechnung der Durchbiegungen genügt, und die Platte eine Symmetrieachse in 


Längsrichtung hat. Denn jedes Problem läßt sich dann, wie Bild 2 zeigt, in ein symmetrisches 
und ein antimetrisches zerlegen, außerdem ist die Elimination der „Balkenbiegung“ w,(x) SO- 
wieso immer möglich. VE 
Da die Gleichungen (6) und (6’) sich nur in ganz speziellen Fällen, die für die Flügelberech- 
nung keine praktische Bedeutung haben, exakt lösen lassen, wenden wir die Differenzenmethode 
an. Dabei wird die Halbspannweite I möglichst in gleiche Abschnitte eingeteilt (Bild = und 
die zu (6’) gehörige Differenzengleichung an den einzelnen Stützstellen aufgestellt. Wenn die 
 Steifigkeiten konstant und die Stützstellenabstände gleich sind, lautet die allgemeine Gleichung 


(9) B,(w_2 —4w_ +6w—4wi4ı + wi4)—2 BR (w_ı —2w; + wi+1) 
+B,Mw=pi MM. 


| Außerdem. müssen auch die Randbedingungen in Differenzenform angegeben werden. 


“ 


- Am eingespannten Rande müssen die geometrischen Bedingungen 1, = w, = 0 erfüllt'werden. 
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Ähıisich wie bei der gelenkigen Lagerung, die sich durch eine antimetrische Fortsetzung (wi 
— — wg.;i) erfassen läßt, wird die Einspannung vielfach durch eine symmetrische Foı I 
(wg _; = Wo) berücksichtigt [3]. Das ist aber nicht ganz ın Ordnung. Durchbiegung unc 
Moment verlaufen zwar symmetrisch, es hat aber nur die Durchbiegung ein echtes Extremum 

(w, = 0), das Moment dagegen hat eine 


0) Spitze, und die Querkraft geht sprunghaft 


A 1. durch Null. Beim symmetrischen Fortselzen 
l i nn will das Differenzenverfahren, auch im 
Nee Kar Momentenverlauf ein echtes Extremum (mit 
Sale waagerechter Tangente) wiedergeben und 

die Querkraft durch einen stetigen Verlauf 

b) approximieren, was dann zu größeren Fehlern 
führt. Für den freien Rand gibt es keine 
die Randbedingungen (7) explizit formuliert 
werden. Wenn man dabei mitsymmetrischen 
Differenzenausdrücken arbeiten will, müssen 
noch zwei Punkte jenseits des Randes ein- 
geführt werden (Bild la). Da man aber bei 
Platten mit stark veränderlichem Steifig- 
keitsverlauf nicht weiß, wie man diesen über 


Bild 1. Eingespannte Kragplatte 


a) Feldeinteilung, db) Zur Momentenbestimmung den Rand fortsetzen soll, ist man meistens’ 


darauf angewiesen, einseitige Differenzen- 
ausdrücke (unter alleiniger Verwendung der Punkte 0 bis n), die aber bekanntlich sehr ungenau 
sind, zu verwenden. Die Differenzengleichung (9) kann dann höchstens noch für den Punkt 
n — 2 aufgestellt werden, weil sie sonst über den Rand hinauskommt. Weitere Fehler kommen 
herein, wenn man zu Bestimmung der Momente M, noch die zweite Ableitung w’”’ numerisch 
bilden muß [vgl. (5)]. 
Möchte man aber trotzdem bei geringer Stützstellenzahl hohe Genauigkeiten selbst in 
den Momenten erzielen, muß man nicht wie üblich die Durchbiegung sondern die Krümmung 
eo = w” als Unbekannte einführen. Dann lautet Gleichung (6’) 


(10) (B, 0)" —2(B,f ode) +B,/fodıde=p. 


Hierin treten neben den Ableitungen auch noch Integrale auf, die für die numerische Be- 
handlung ebenfalls durch die Werte an den Stützstellen ausgedrückt werden müssen. Die bei 
der ersten und zweiten Integration hinzukommenden Integrationskonstanten w, und ww, ver- 
schwinden, wenn man x vom Einspannende aus zählt. Zur Erhöhung der Genauigkeit können 
für die Ableitungen in (10) auch Mehrstellenausdrücke verwandt werden. Da als höchste Ab- 
leitung nur noch die zweite vorkommt, kann die Differenzengleichung, ohne den Rand zu über- 
schreiten, an allen Innenpunkten aufgestellt werden. Man kommt also einen Punkt näher an 
den Rand heran als vorhin. Die Ordnung der Randbedingungen (7) wird ebenfalls um zwei 
niedriger. Auf Grund der Momentenbedingung (7a) w/ = o, = 0 fällt noch eine Unbekannte 
heraus, Wenn man die Querkraftbedingung (7b) explizit formulieren würde, müßte man w,” = o,, 
durch einen einseitigen Differenzenausdruck darstellen, was sehr ungenau wird. Zweckmäßiger 
ist es, die Querkraftbedingungen indirekt zu erfassen, indem:man den Wert o, an der Einspann- 
stelle, wo die Differenzengleichung nicht aufgestellt werden kann, gesondert berechnet. Wenn 
man beachtet, daß sich die Platte nach (6°) für die einzelnen Glieder y,, des Ansatzes (2) wie ein 


gezogener und gebetteter Balken verhält (Bild 1b), kann man das Biegemoment M, unmittelbar 
bestimmen: 


+ 
(11) =—B.oe=M,+2/Bw'dx + [f B,wdix' de’ 
=M,+2/fB(fodı)dv + ff B,([f ode de) dv’ dx’. 
M, = — ff p dx’ dx’ ist das gewöhnliche Balkenmoment, das sich bei fehlender Plattenwirkung 


(B= B, =() ergibt. Die Integrationskonstanten fallen diesmal heraus, wenn man x’ vom 
freien Ende aus zählt. Man kann auch an Stelle der Gleichung (10) die Momentengleichung (11) 
an jeder Stützstelle aufstellen. Das hat den Vorteil einer besseren Systematik, da für jeden 
Punkt dieselbe Gleichung angewandt wird. Außerdem ‘braucht man dabei die Steifigkeiten 
nicht wie in (10) numerisch zu differenzieren, was bei sprunghaften Steifigkeitsänderungen, die 
bei den üblichen Konstruktionen häufig vorkommen, Schwierigkeiten bereitet. 

., Um zu zeigen, welche Genauigkeiten man mit dem so abgeänderten Differenzenverfahren 
erzielen kann, sind in Bild 2 für verschiedene Lastfälle und Plattenausführungen die numerischen 
Ergebnisse mit den exakten verglichen. Es handelt sich dabei um isotrope Rechteckplatten 


einfachen Fortsetzungsregeln, hier müssen - 


TE 
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mit einer Sy et Ic ICNSC j L Sp 1 W it ] [9 ] a S Ss s - 
. «uyL dc & enn b e 1ant e n ann Da ce L | ß’ f | ] 
E c : i ki g tr t b l Kr . c s uns hier nur darauli a k it WıIc ge \ 
.. . . d sind die einfach te A >! L2 pa rä 

und war fü die mmetri Ä “ = ' Er m en N 
ZW«i r D) y schen F älle w(X y) W (x) E= L Ü ie 1 stri S 
m ’ ° : h ’ 0 ! 2 { e an ıImetI ischen 
: 24 alt. c ind Zwei TOLLE h l ser 
5 1 E . = ji N < t 2 00 2 i IS S Vc ıTOLENOTC nungen besser 


wi" | | | 
a Be 


6,701 (5%) 
6,901 (2%) 
\6,992 (0,9%) 

7,055 (0,08%) 

7,061 


2,907 
2,897 (0,4%) 


e 


1,456 (0,4%) 


1,462 


PNA 
7201 (12% 
10W;' 4.226 (03%) x 
RN a 4 


6} 
n° = 
wi 6,009 (2,1%) 
3 6.117 (0,3%) 
6,138 


"723 (1%) 
746 (4%) 


' 
Bild 2. Vergleich der verschiedenen Verfahren bei einer isotropen Kragplatte 
| Eingespannte Platte: a) Antimetr. Belastung, konst. Steifigkeiten; 
/ b) Symmetr. Belastung, konst. Steifigkeiten; 
/ ce) Symmetr. Belastung, veränderliche Steifigkeiten 
f Durchlaufende Platte: d) Symmetr. Belastung, konst. Steifigkeiten 


; 


io exakte Lösung 


x gewöhnl. Differenzenyerfahren E 

) einseitige Differenzen am Rande & 
geänderte Diff: 5 

®) Bea Regen yet es Randbedingung (11) 

() Fehler in % 


Verfahren erhält, wenn man dabei die Querkraftbedingung am freien Ende noch explizit mit 


“einseitigen Differenzenausdrücken und nicht indirekt über die Momentengleichung (1 1) formu- 


liert. Die Ergebnisse werden dann eine Größenordnung schlechter. Besonders ungenau wird das 
gewöhnliche Differenzenverfahren bei der eingespannten Platte mit stark veränderlicher Steifig- 
keit — B(0) = 10,B(), Bild 2ce — und bei der über Zwischenstützen durchlaufenden Platte 
(Bild 2d). Beim letzten Beispiel sieht man deutlich wie das Differenzenverfahren die Spitze 
über der Stütze ausrunden möchte; an Stellen, wo der Verlauf glatt ist, liefert es zufrieden- 
stellende Ergebnisse. E | 

Das hier gezeigte Verfahren läßt sich auch auf schiefwinklige Platten anwenden. Hierbei 
kommt es zu einer starken Kopplung zwischen den symmetrischen und den antimetrischen 
Gliedern, weil nämlich ein schiefes Feld unter reinem Zug nicht nur Längen- sondern auch Winkel- 
änderungen und unter reinem Schub auch Längenänderungen erleidet. Vergleichsrechnungen 
haben gezeigt, daß man auch bei schiefen Platten mit 7 Stützstellen je Halbspannweite für eine 


genaue Momentenbestimmung auskommt. Ü . 
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On the Vibrations of Prismatic Shells 
By Marıo H. GRADOWCZYK 


We present in this paper an exact theory of vibratory motion of open prismatic shells 
based on Kırcnnorr's hypothesis. 
It will be shown that for the lower free frequencies, the effect of the tangential inertia 
forces can be neglected in comparison with the transverse inertia forces. 


1. Equations of motion 


The structure we are considering is shown in Fig. 1, formed by thin plates connected rigidly 
together. The usual notation is also given in Fig. 1. 


Fig. 1 


If we consider an element of the wall “j” subjected t ; ; 
7 subjected to the harmonic forces g®(r I) 
I, y, ) and g%Kz, y, t), where the body forces g® and g act in the mi “re 
perpendicular to it, the equations HiMdkoräre I: I, ıe middle surface and qu acis 


Na,2+ Ney.y +9%=oe INTe 
Nay,z + N, +9,=0 eV,» 
Qz,. + Q,,+1= geWw,r. 


(la—c) 


on 


a ee ee ee ee ee see MR ei en en Me 0 We DE EM 
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SR In these equations N, N, Nz, denote the plane forces acting in the middle surface of wall 
j; Q, and Q, the transverse shear forces; u, v, w the components of displacement in the 7-, y- 
and z-directions respectively; e is Ihe mass density and e the thickness of the wall. The sub- 
script behind (he comma indicates parlial differenliation. Note Lhat the superseript © is dropped 
for the sake of simplicity. 

If we express (he internal forces as a function of the displacement components and sub- 
slitute them in Egs. (1 a—c), we obtain three differential equations for ıu, v, and w 


1—v a , o€ M 
u Urt J Lyon Day UWu=—n 
(2a—c) 1 - y. Re) oe q 
e HE U tg Yaet u Here 3 „wu=—' 


KAAw+oewu=1N» 

where D=eE/( —’®), K = @E]12 (1 —*). 

Because of the assumption of linearity, Eq. (2 c) is independent of the in-plane displace- 
ments u and v, so we may consider separately the plane and plate vibrations of the walls. 

Instead of integrating the simultaneous Egs. (2a—b), we introduce Aıry’s function, 
setting [1] 

Ir 

N, = ae [& Eu |% di, 


(3a—b) 


= 1 y 
N,= Ram 0 Fu | 9 dy. 


equations the cross derivative of the tangential force 


n 


In order to fulfil the equilibrium 
N,, is given by 
1—»? 


(3) Na, = Fıusyy + (Ar u eF.ui); 


PET 


DER 


Substitution of these equations into the compatibility equation of the plane state of stress 


leads to 1 N, 
an Er Ars ET Fa 


(4) — [Gunsdet [Ir Greta 


Thus our problem is reduced to the integration of Egs. (3 c) and (4) after appropiate boun- 
dary conditions have been established. 


/ 9. Natural vibrations 


W the natural vibrations of the structure, 


a Ba Eh a a UM N Zus EN Er 


We consider no therefore the external loads are 


taken equal to zero. 
We adopt a solution of (3c) and (4) of the form 


e w . — Waw|. 
o B-- 2 ]e-- 


of natural vibrations and Pm = malL. 
ditions at the ends of the shell, which are suppor 


4 


where @ is the eircular frequency "These EN 

automatically the boundary con ted by dia- 

phragnms. 
Introduction of (5) into (3) and (4) lead 


m-th term of the series expansion: 


s to two ordinary differential equations for the 
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The roots of Ihe characteristic equalions of (6 a—b) are 
Im, a — + yı + Um» Ton ver = + yı —y, . 12, i 
where En Br 
y=o+/R—r, = 60—YR— rt. 


Because of the wall constraints, the reduced frequency m is > land Wyx«y) is given by 
MD)  Wam = AD sinh Am m y + A cosh By m, y + AD sin Bm Am, y + A cos Pu Am) > 


mn 
where = 
NETT „ / 
An | 1 "F Im » Amcz Vi Im 
We can express 72, as a function of 7, resulting in m: —= ma? & „212 (1 — »®) L2. 
As we seck Ihe lowest natural frequency of the shell, we may consider that the smallest 
value of zu, is of the order of unity, assuming that the character of the vibration is principally 
a flexural one. The wall being a thin plate, the ratio (e/L)? can be neglected in comparison with 
unily, otherwise the usual KırcuHorr’s theory would no longer be applicable and the influence 
of the transverse shear stresses should be considered. In consequence Ya Am <1. 
Therefore it is possible to neglect the tangential irertia forces in comparison with the , 
transverse inertia forces. 
This simplification is admissible insofar as we consider lower frequencies. Analogous con- 
clusions where derived by E. REISSNER in connection with the vibrations of thin shallow shells [2]. 


The function Fy«y) 15 given then by 
(8) Fa = BW® sinh fm y + B@ By sinh Bm y + BE cosh fm y + BW By cosh Amy: 


Fig. 2 


“ws 


We may write the boundary conditions along the edge “j’” in matrix form, according to 
the relations be from Fig. 2, as 


Ft 1) 0 0 0 0 DEE &, )’ 
v 0 og 0 0 sin 0 0 v 
N, 0 0 cp 0 0 0 0 sing| IN, 
N, 0 0 0 1 0 ET 
w 0:-—sing 0 0 c0S 9; 0 0 0 w 
,, 0 OBEN N0 0 0 NEED ee 
a 0 0 0 0 ER | M, 
” 0 0 —sing 0 0 0 0 cos a a nn N ea Q, j 
(9) TI TE RETTET TREE 7 = P; XD,. 


Pr ( Id “ 
ne sr NUM and 2 A; are : sometimes called “reduced state vectors” and the trans- 
g matrix P,a Aneint matrix”. The elements of the reduced state vectors are of the form 
& = e,/sin Pmt,. 
For the external free edges the boundary conditions are: 
N,= N, SO+MsseDe 


In this way we obtain a Bea s 
ystem of 8n equations, from which the natural 
frequeneies can be computed where n is the total number of edges. This procedure must be done 
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takingrlifferent- number i 
aking ers of half waves m = 1,2 x-direeli \ 

: - i =, .,in,the x-direelion until the allest eriti 
frequency 15 obtained. \ RT 
B. 9 te computations it can be convenient to introduce transfer matrices. The 
‚cd strain, displacements and forces of the wall “j” at the edge “" appearing in the vector 
. oO 3 


N, j i 
can be given as a funclion of the same unknowns at the edge “j— 1” ol the same wall 


en 
by 
R IF i 0 
(10) Xu, [et x0. 
= 0 Fr nm } 
zu ei . 
BIER TEN. 
Em; 
where 
2C+p5 rS-+pe p?s p@—3) S—p?& 
PN = rs—pe 2C—psSs p@—n)S— pt p® ss 
— St 2G—p5 per: 
—(S +0) ig rS— pe 2C+pS 
—-1-—r, p=alt? 


C = cosh Pn Dj» 


& = fm bj cosh Bm 53; 


r 
S = sinh Bm bj » 
5 = Pub; sinh Pm Dj» 


pe+me hgıls  —CH+e Be 
3 Am, Xm, Xmı Ams 
(% += Pe ) FO — Km, 12 S — Km, 11 $ 1C+ gt en DD Cat 
m, m.) Im 7 N 
12 q q 
41 (c— 0) a Fr ges Fest 
ah Xmı Xmı “ 5 Xmı iD Xms ; 


— 03 Am, S — Ti Am $ n9(c— 9) Ymı a S — Xmı Ih $ ER a E 


a 
a= mt? 


qı = Km —y, 
C = cosh m Xmı bj» 


S = sinh Bm Xmı Dj » 


— sin Bm Km Dj » — C08 Bm Am Dj - 


‚The initial and final reduced state veclors a and X, are related by means ol 
multiplication 
(11) / x, = Fmn Dei aa Fnj a N En, Ba ’ 
ations, from which the natural frequencies 


yielding A system of four homogeneous linear equ 


can be obtained. 
It is apparent that speci 
be used to advantage [3]- | 
If the shell is subjected to forced vibrations, this method ca 
same considerations as WC adopted in a previous paper [4)- 
When the structure has a closed simply-connected tran 
metry, it is also possible to USe the above resulls. Adequa 
to be formulated along the plane of symmetry- 
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Zur Beschreibung zeitabhängiger Vorgange 
in der klassischen Kontinuumsmechanik 


Von Tu. LENMANN*®) 


Bei zeitabhängigen Vorgängen in einem Kontinuum (Körper), die mit großen Deformationen 
verbunden sind, erweist es sich in der Regel als notwendig, die zeitlichen Veränderungen der 
physikalischen Größen in bezug auf den Körper zu verfolgen. Die Fälle, in denen man mit einer 
raumbezogenen Betrachtung auskommt (z. B. im Raum stationäre Vorgänge), lassen wir hier 
außer Betracht. 

Um die Zuordnung der physikalischen Größen zum Körper zu beschreiben, führen wir ein 
körperfestes Koordinatensystem & (i=1,2,3) ein, das alle Deformationen des Körpers mil- 
macht und auf das wir alle Größen beziehen. Die Formänderungsgeschwindigkeit des Koordi- 
natensystems, und damit des Körpers, können wir durch 


a) = 5 We + u] 


erfassen, wobei v! die Geschwindigkeit der Körperpunkte gegenüber irgendeinem raumfesten 
(starren) Koordinatensystem bezeichnet und v‘|, deren kovariante Ableitung nach den Körper- 
koordinaten ist. Von der Einführung eines raumfesten Koordinatensystems machen wir uns frei 
durch die Definition ; 


, 3 Here 1 x 
(2) d, = D) Fl) =— 9 Ihr («') : 


ITierin bezeichnet g;; den Maßtensor des körperfesten Koordinatensystems, und der über- 
gesetzte Punkt bedeutet partielle Differentiation nach der Zeit bei festgehaltenen Körper- 
koordinaten, also substantielle Differentiation nach der Zeit. Die zeitlichen Veränderungen 
irgendeiner anderen Größe gegenüber dem Körper, z. B. des Spannungstensors o’*, können wir 
ebenfalls durch eine substantielle Differentiation nach der Zeit erfassen. Es ist aber zu beachten, 
daß im allgemeinen 


(3) | (#") gr # (ok) # 'rlorı) 
ist und daß ferner (ci) im allgemeinen kein symmetrischer Tensor ist. 
Andererseits sichert das Verschwinden von (o'*) bzw. (o;,) nicht das Konstantbleiben der ö 


Invarianten des Spannungstensors. Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, können wir den 
symmetrischen Anteil s; von (67) als kennzeichnende Größe für die zeitlichen Veränderungen des 


C I 
Spannungstensors einführen: { 

ER Er j 
(4) = 5 {ei) + 0" (or) 9) ; 
r | 1 » a % .. . 3 r 
(5) = {0 (ar) + (or) Ir} = () + na — di oh. { 


Im übrigen können wir Gleichung (5) für Tensoren zweiter Stufe auch als allgemeine, nicht 
mehr auf symmetrische Tensoren beschränkte Definition eines weiteren zeitlichen Differential- 
quotienten betrachten, des sog. materiellen Differentialquotienten nach der Zeit!). Im Gegen- 
satz zur substantiellen Differentiation ist bei der materiellen das Heben bzw. Senken eines In- 

- “ dexes mit der Differentiation vertauschbar. 

Ähnliche Schwierigkeiten wie bei der zeitlichen Differentiation des Spannungstensors » 
ergeben sich, wenn wir aus der Formänderungsgeschwindigkeit durch eine zeitliche Integration 
den Formänderungstensor gewinnen wollen. Gehen wir von der kovarianten Darstellung aus 
so erhalten wir zwar in einfacher Weise mit 


ı 
5 ; 1 1 
(6) nl Ara | di; di = 5 (I: — Ir) 
i 


*) Technische Hochschule Hannover, Lehrstuhl für Baumechanik. 


1) Dieso Bozeichnung geht auf J. G. OLDrOYD zurück [1]; die Definiti j i - : 
ist für T i : : ; die Definition dieses Differentialquotienten 
u ne ron zweiter Stufe jedoch schon boi M. 8. Zarznıa [2], bei G. Jauaanx [3] und bei H. HEncky [4] 


Dio Vorallgomeinerung auf Tensoren beliebiger Stufe findet man u.a. bei OLproYD [1]. 
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eine oft benutzte Definition für den Formänderungstensor (die übergesetzte Null bedeutet: zum 
Zeitpunkt I, gehörig); es lassen sich aber bei diesem Tensor nicht die Volumenänderungen durch 
Deviatorbildung abspalten. Setzen wir dagegen per definitionem die Formänderungsgeschwin- 
digkeit gleich dem materiellen Differentialquotienten eines Formänderungstensors &, d.h. 


(7) d=() + — de, 
also ? 


ı * ” r 
(8) ef erraeid, 
Ei . 


so erreichen wir zwar die einfache Aufspaltungsmöglichkeit in Volumen- und Gestaltänderungen, 
es wird aber &, abhängig von der Formänderungsgeschichte, d.h. &) hängt nicht mehr allein vom 
Ausgangs- und vom Endzustand ab?). 

lös zeigt sich nun, daß diese Zusammenhänge einen anderen Aspekt bekommen, wenn wir 
dazu übergehen, die Vorgänge in einem vierdimensionalen Koordinatensystem zu beschreiben, 
indem wir als vierte Koordinate 


(9) P=ict 
in der Weise einführen, daß 
(10) mh m=0 


ist. £ ist die Zeit im körperfesten System, c ist eine geeignet festzusetzende Konstante von der 
Dimension einer Geschwindigkeit?). Beim Übergang auf dieses Koordinatensystem bleiben die 
CHrIsTOrrEL-Symbole 2. Art 7%, für i, k, 1=+ 0 unverändert. 

Für die neu hinzukommenden Größen gilt ®) 


Im 1 
T,=——dı, Ih=—d, 
(11) ic ic 


Daraus folgt zunächst, daß in diesem vierdimensionalen Koordinatensystem die kovariante Ab- 


leitung nach £° bis auf einen Faktor = gleich der materiellen Differentiation nach der Zeit im 


dreidimensionalen Koordinatensystem ist, also z. B. 
1 ; 
(12) Ab=— #4 (bk+0). 


Ic 


Wir können aber von den CHRISTOFFEL-Symbolen noch in anderer Weise Gebrauch machen. 
Bilden wir die Differenz i 


ı 


(13) | Th — Ih = ou, 
so erhalten wir einen in k und !,symmetrischen Tensor 3. Stufe, von dem sich zeigen läßt, daß 
(14) ei = Fr forrlı + ir — Rrılr} 


ist’). a; ist hierbei der durch Gl. (6) definierte Formänderungstensor. Aus (14) lesen wir ab, 
E daß MD Tensor 0'xı sowohl den Formänderungszustand wie auch die Formänderungsgeschwin- 
digkeit beschreibt. Speziell ist 


1 


1 
(15) odik Zimt for — 


ed 
ic Dec 


| 


2) i Weitore Einzelheiten hierzu sind einer Arbeit des Verf. zu entnehmen, die demnächst im Ing.-Archiv 
en i i i i Relativitätstheorie an mit dem 
3) Di N lehnt sich an die Gepflogenheiten der allgemeinen orie 
an aa mu ellgemeinen 900 + 1 ist. Im übrigen ist noch folgendes zu beachten: u Een Nr 
in der klassischen Mechanik üblich, an einer invarianten eitbestimmung fest, so können a die tig = 
dar Relationen (10) nicht gleichzeitig für das re SEE a Boa an gegen 
io Gültigkei i i te Koordinatensys 5 torsc 
die Gültigkeit der Relationen (10) auch für das raumfes en redie: bes 
icho Zei i ür den Körper und für den Raum. Für Translatio gung hal ; 5 
u ee sich) os lasson = jedogr auf ne ed ee ea Dad 
t Ö 3 di örigen Zei . 
mationen verbundeno Bewegungen des Körpers die zugehörige eh) 
i io Li indigkeit ei tzen ist, ergibt sich allerdings erst aus wei leg } 
I en Rolativitätstheorie En bei ee Feldern die en N R A Zn, rn Aus 
i io in der 2. Zeile stehenden im allgemeinen verschieden 3 
H ee eh ee echte Tensoren sind, hat schon Levi-CiviTa [5] gezeigt. 
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während alle Maßzahlen, in denen die Null zwei- oder dreimal als Index auftritt, verschwinden. 
’erner gilt nach einem bekannten Satz°), daß 


! i RI Rh} 
(16) | ei =, öE, n 13 = el, 


ist, wobei g die Determinante des Maßtensors und = die Volumendehnung ist. Es lassen 
sich daher die Volumenänderungen in einfacher Weise abspalten. 

Dem Tensor p°,; sind nun durch die Formänderungsgeselze in geeigneter Weise die Ab- 
leitungen o7|, des Spannungstensors zuzuordnen. Wie das im Einzelfalle zu geschehen hat, muß 
hier offen bleiben. Desgleichen kann hier nicht mehr auf einige weitere I’ragen eingegangen Wer- 
den, die sich auf die sonstigen Eigenschaften des Tensors po‘. beziehen, wie z. B. die Frage nach 
den Verträglichkeitsbedingungen oder die Frage nach dem Zusammenhang mil Konuers Theorie 
der doppelten Maßbestimmung in der allg. Relativitätstheorie?). Schließlich kann auch nur 
noch erwähnt werden, daß der RıEMANN-CHRISTOFFEL-Tensor für das hier eingeführte vier- 
dimensionale Koordinatensystem nicht verschwindet, obwohl der dreidimensionale Unterraum 
euklidisch ist, und daß sich daran weitere Betrachtungen knüpfen lassen. Die vorstehenden Aus- 
führungen mögen als eine erste Mitteilung gewertet werden. 
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Über die Anwendung des GalerkinschenVerfahrens auf einige 
nichtkonservative Stabilitätsprobleme 


Von Ilorsr LEIPHoLz 


Durch Arbeiten von A. PrLücer [1], H. Ziwsrer [2], M. Beer [3], um nur einige Namen 
zu nennen, ist die Aufinerksamkeit auf nichtkonservative Stabilitätsprobleme gelenkt worden. 
Mit ITilfe des von H. ZieGLer eingeführten kinetischen Stabilitätskriteriums hat M. Beck für 
den Knickstab von Bild 1 die Knicklast errechnet, die sich aus dem Maximalwert der Eigenwert- 
kurve von Bild 2 ergeben hat, wobei bemerkenswerterweise für diesen Fall keine nichttrivialen 
Gleichgewichtslagen des Stabes (keine Schnittpunkte der Eigenwertkurve mit der Lastachse) 
existieren, so daß das statische Stabilitätskriterium sicher nicht gültig ist. 

In dem von M. Beck behandelten Fall läßt sich die von der Schwingungsrechnung her- 
rührende partielle Differentialgleichung mittels. Exponentialansalz auf ein gewöhnliches, nicht- 
selbstadjungiertes Randwertproblem zurückführen, für das sich eine exakte Lösung angeben läßt. 
Solch eine exakte Lösung wird aber, wie z. B. in dem von A. PFLÜGER behandelten Fall des Bildes 3 
nicht immer möglich sein. A. PFLÜGER hat daher vorgeschlagen, für die Lösung des gewöhnlichen 
Randwertproblems, obwohl es nichtselbstadjungiert ist, das GALErKInsche Verfahren zu ver- 
wenden. Außerdem hat er für seine Rechnung nicht das kinetische, sondern das statische Kri- 
terium verwendet. Bezüglich seiner Rechnungsweise sind daher zwei I'ragen zu klären: 


ei Unter welchen Umständen konvergiert das GALERKInsche Verfahren für nichtkonser- 
valive Probleme und liefert den richtigen Eigenwert ? 


2. Wann bleibt für nichtkonservative Probleme das statische Kriterium gültig? ' 
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‚Zu 1.: Mittels der Schwingungsrechnung wird man durch Exponentialansatz für den tan- 
gential gedrückten Stab auf das gewöhnliche Randwertproblem 


„2 
() u HA) y"———y=0,  Ryl=0 
geführt. Es sind & die konstante Biegesteifigkeit, ! die Länge, u die spezifische Masse, g (gleich- 


mäßig verteilt) bzw. P (Einzellast) die Belastungen, ® die Schwirfungsfrequenz des Stabes. 
Für den Lastfall von Bild 1.sind A= Pla, g@)=1, Rly] = y(0) = y’(0) = y’() = y’"()) = 0 


Bild 2. Eigenwertkurve für den Stab von Bild 1 


» 
Bild 1. yıv + Z v"— v0, y(0)= y’(0) = vl) = vl) = 0. 


a 
ana 3. IV + Lu du” "= 0, v0) = un = = 


und für den Fall von Bild 3} = ol, p@) =1— x, Rly) = y(0) = yl) = y'(0)=y'W=®. 
Zu (1) gehört das selbstadjungierte „verkürzte“ Problem 


2 
ae er, Ki 0 

(2) y el [y] 

der freien Stabschwingung mit den orthonormierten Eigenfunktionen y;(z) und den Eigen- 


zeno,i=12.... Lee : 
er Grund des Prinzips der virtuellen Verrückung findet man die zu (1) äquivalente For- 


derung 


| | EE £ 
(8) Her +3ro -EFulöe=0. 


Man stelle mit den Eigenfunktionen y;(x) von (2) die Fourier-Entwicklung für die Lösung y(«) 


von (l) her: r 
(4) y@) =2 sy @)- 


Sie muß konvergent sein, da y(x) Vergleichsfunktion von (2) ist [4]. Geht man mit (4) in (3) ein, 


so erhält man die GALERKInschen Gleichungen 


(5) i ie | EN en er 
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Das Gauerkinsche Verfahren konvergiert eindeutig gegen die richtige ee nn pe 
die unendliche Determinante jc;.]| die Reduktionsmethode konvergiert. Unter ei " 
Theorie von H. v. Kocu läßt sich zeigen, daß lc;e| zur Klasse der „absolut konvergenten = e % 
minanten gehört, womit zugleich die Konvergenz des GALERKINschen Verfahrens ri a 
— Voraussetzung für das Gelingen dieses Nachweises ist die Verwendung der Eigeniu 
tionen des verkürzten Problemes (2) für den Reihenansatz (4). Die ausführliche Durch- 
ührung des Beweises ist in einer der Arbeiten [5] gegeben. RE 
ne den Arbeiten [5] ist das EEE Verfahren mit dem die Konvezgenz 
sichernden Ansatz (4) auf das Problem von M. Beck angewendet worden. Das sehr gute Ergebnis 
zeigt Bild 4. 

x Die Anwendung des GALERKInschen- Verfahrens mit Ansatz (4) auf das Problem von 
A. Prwüser zeigt Bild 5. Aus dem Verlauf der Eigenwertkurve geht hervor, daß hier nun tat- 


sächlich nichttriviale Gleichgewichtslagen des Stabes vorhanden sind, denen die Knicklasten ent- 


et‘ 


Bild 4. Eigenwertkurven für den Stab von Bild 1 


exakt nach M. BECK 
won näherungsweise nach GALERKIN 


Bild 5. Eigenwertkurve für den Stab von Bild 3 


sprechen. Es ist damit die Rechnung von A. PrLüger für seinen Belastungs- und Lagerungsfall 
vollauf bestätigt worden: denn das Gauerkissche Verfahren konvergiert für die von ihm ver- 
wendeten Ansalzfunklionen und weil nichttriviale Gleichgewichtslagen vorhanden sind und die 
Eigenwertkurve sich entsprechend verhält, ist das von ihm verwendete statische Stabilitäts- 
kriterium ausnahmsweise berechtigt. 

Zu 2.: Es ist also noch zu klären, wann für nichtkonservative Stabilitätsprobleme das 
statische Kriterium gelten kann. 

Die Gaverknschen Gleichungen (5) lassen sich als Matrizengleichung 


(6) (Du —A B) a=0 


mit a = |a;||, Du, = ||} ||, a? = E (o} — @®), di} = 0, (Du) ist Diagonalmatrix), 


! ı 
B2) = |[bixl|» u=— Spin de, ba=— Spy yıidı 
v 
schreiben. Nun sei B = ©, Die, das Produkt aus einer positiv definiten, symmetrischen Ma- 
trix ©,,, mit einer Diagonalmatrix De, die lauter positive Elemente hat. Dann bekommt man 
aus (6): 


d)d- (D u S)a=0 ‚mit der Diagonalmatrix Dd = dd, 


- 
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also ein allgemeines Eigenwertproblem mit lauter reellen Ei igenwerten. Läßt man in (()o—0 


gehen, so wird aus ® die Diagonalmatrix Do, mit den positiven Elementen d‘® = u w?Ja, so daß 
das modifizierte Problem 
(8) (Do —A En) a = 0 


sogar lauter positiv reelle Eigenwerte hat. Für = 0 befindet man sich aber auf der Lastachse 
und daher sind die positiven reellen Eigenwerte von (8) die Schnittpunkte der Eigenwertkurve 
mit der Lastachse, d.h. die den nichttrivialen Gleichgewichtslagen entsprechenden Knicklasten. 


’ Außerdem läßt sich mittels der für B gemachten Voraussetzungen beweisen, daß für A < Agrit, 
2 (wobei Ari die vom statischen Kriterium gelieferte, auf a bezogene Knicklast ist), stets w® > 0 
; ist, so daß, solange A < Arie ist, keine kinelischen Instabilitäten auftreten können. Das bedeutet 


aber, daß das statische Kriterium die kleinste Knicklast richtig liefert. 
Man kann daher den folgenden Satz aufstellen: 
‚Sind die Eigenfunktionen y;(x) des verkürzten Problems (2) der freien Stabschwinguug 


| von solcher Art, daß für die Matrix ® = ||d,,|| von (6), (mit b,; = Saw yıdx, 
"bir -— [pur yıdı), B= Sp) De, gilt, wo ©, eine positiv definitt ern 


Matrix und Din, eine Diagonalmatrix mit lauter positiven Elementen ist, so läßt sich das 
Problem (1) mittels des statischen Stabilitätskriteriums behandeln, obwohl es nicht- 
konservativ ist. 
Die Bedingungen dieses Satzes sind aber gerade für das Prrügzrsche Problem erfüllt, denn 
es sind 


| arte Ei ka 
ua) = Teint. db = —— ze (u-nmkfeunltsur 


s 
. 
k 
£ 
z 
2 
; 


also ist tatsächlich B das Produkt aus einer positiv deliniten symmetrischen Matrix 


2 


ı 
iR l 
Sn = ||siell» sy = je» sin dı=7, 


l 


A BE 12 4ki 
Ü 
mit einer Diagonalmatrix 
di or un? 2.0. 
I 2) | Il» [2 B °’ 


Zum Abschluß sei, noch erwähnt, daß mit dem kinetischen Stabilitätskriterium und dem 
Gauerkisschen Verfahren auch das Problem von Bild 6 untersucht worden ist. Dabei wurde die 
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400 a [I 


25 100.225 


2 Bild 7. Eigenwertkurve für den Stab von Bild 6 
d q (7) pi a! ’(0) = 0) e v0 = (0 . yü en value 
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G. Allgemeine und Elastomechanik 


Eigenwertkurve in Bild 7 erhalten, die den Charakter der Beoxschen Kurve hat. Man liest NE 
ihr die Knicklast q = 40,7 a/® ab. Auch hierfür ist die ausführliche Rechnung in einer der Ar- 
beiten [5] nachzulesen. 
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Elastische Bauteile unter aerodynamischer Druckwellenlast 
Von KArL-HEINZ MÜLLER 


Die durch eine Explosion erzeugte Luftdruckwelle verändert mit der Zeit £ ihr Profil, 
anfangs sehr rasch, nachdem sich aber die Wellenfront zu einem „Sprung‘“ versteift hat, relativ 
langsam. Bei Bauteilen geringer Spannweite ! in großer Entfernung x vom Explosionsherd 
(l< x) kann man bei der Bestimmung des durch die Luftdruckwelle im angrenzenden elastischen 
Festkörper induzierten Verschiebungsfeldes ohne weiteres mit einer stationären Drucklast 


arbeiten. Dicht beim Herd x = 0 jedoch muß unbedingt die zeitliche Variation des Druckprofils 
berücksichtigt werden: 


+0 
1 = 
Far = ik(x—cil) 
(1) P&, D) e If p(k, c) e dk.de. 
—o 


Da die Geschwindigkeiten c der Partialdrucke von der Intensität der Sprengladung ab- 
hängen, werden sie eine gewisse Maximalgeschwindigkeit y nicht überschreiten, d.h. 


(2) pk,)=0 fürc>y. 


Ist y <.c,, (Schubwellengeschwindigkeit im Festkörper), so brauchen die Integrationsvariablen 
in den Darstellungen [1] [2] des elastischen Verschiebungsvektors nur reelle Werte zu durch- 
laufen. Bei den gebräuchlichen Werkstoffen entspricht einer Spurg@schwindigkeit bereits einem 
Schockwellendruck von 100—200 Atm [3]. 


Ein Übergang von den obigen — reellen — Integrationsvariablen auf „Polarkoordinaten“, 
ZuB: 


(3) ; k=K:.csQ; -o=K-sind 


geslallel dann eine einfache Auswertung der Integraldarstellung des Verschiebungsvektors. 


/ 


/ Literatur 


[1] Handbuch der Physik, Bd. VI, Berlin 1956, S. 121. 
[2] ZAMM 41 (1961), S. 141. 
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Anschrift: Dr. K.-H. MüLver, CCR Euratom, Ispra (Italien). 


Wärmespannungen bei zufallsabhängiger Oberflächentemperatur 
| 
Von H. PArkus 


Ein elastischer oder viskoelastischer Körper wird von einem ‚bestimmten Zeitpunkt an 
einer slochastischen Oberflächentemperatur ausgesetzt. Es wird gezeigt, wie sich die Korre- 


lationsfunktionen des Temperatur- und des Spannungsfeldes mit Hilfe der zweidimensionalen | 


Larzace-Transformation berechnen lassen. Anwendungen auf den Halbraum und auf den 
unendlich langen Kreiszylinder werden gegeben. 


Eine ausführliche Darstellung ist in dieser Zeitschrift Bd. 42 (1962), S.499—507, erschienen. 
Anschrift: Prof. Dr. H. Parkvus, Wien 4, Karlsplatz 13 
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Beitrag zum Problem der Transversalbiegeschwingungen 
durchlaufender masseloser Träger mit punktförmigen Massen 


Von DAxıLo RASKovid 


u Der Matrizenkalkül ist der Kalkül von den linearen Beziehungen. Für kaum ein anderes 
Gebiet der Technik ist das Gesetz der Linearität derart beherrschend wie für die Statik. In der 
lugzeugstatik hat sich die Matrizenrechnung — in engster Verbindung mit dem Einsatz elek- 
tronischer Rechenanlagen als geradezu ideales Hilfsmittel erwiesen und praktisch bewährt 
[1,2, 3]. Die Behandlung von Biegeschwingung und Biegung mehrfeldriger Balken und Rahmen 
slückweise konstanter Querschnititsdaten unter beliebigen Rand- und Zwischenbedingungen, 
aber auch von anderen allgemeineren Aufgaben der Elastomechanik, ist in neuerer Zeit on 
verschiedener Seite her mit Hilfe von Matrizen durchgeführt worden und zwar vorwiegend unter 
Berücksichtigung des rationellen Einsatzes digitaler Rechenautomaten, wofür sich der Matrizen- 
eh in besonderem Maße eignet [4, 5, 6, 7]. Diese Mitteilung ist ein kleiner Bpitrag zu diesen 

roblemen. 


Iös handelt sich um mechanische Schwingungssysteme, nämlich um die Transversalschwin- 
gungen eines Systems von Massen (m;) auf einem Balken, dessen Masse wir vernachlässigen wollen. 
Seien in Querschnitten (ü, i=1,2,..., m, punktförmige Massen angebracht und bezeichnen 
wir mit y; die Auslenkungen in den Querschnitten (i) von der Gleichgewichtslage des Systems 
aus gerechnet, dann sind die kinetische und potentielle Energie (oder Formänderungsarbeit) 
homogene quadratische Formen in den unabhängigen Koordinaten (y) und Geschwindigkeiten (1), 


2T=()Mj}, 2V=() Buy) = W) AT}. 


Dabei werden die elastischen Eigenschaften des Schwingungssystems durch die ÖOszillations- 
matrix B und die Trägheitseigenschaften durch die Matrix M ausgedrückt. Die Matrix 2 ist 
die Matrix der Maxweuuschen dualen Koeflizienten (;,) oder die Kehrmatrix A=' der Matrix A 
der Einflußkoeffizienten des Balken, B= ATI, Pr = Pu = Auil| Al, |A| = det A, a, = Orr. 
Hier ist A,,; das algebraische Komplement zum Element a&;; der Matrix A. Die Matrix M ist 
eine Diagonalmatrix der punktförmigen Massen (m;). Die Matrizen M, A und B sind reelle, 
symmetrische und nichtsinguläre Matrizen; (y) und (j) sind einzeilige Matrizen und {y} und {J} 
einspallige Matrizen. 

Mittels der LAcrangzschen Bewegungsgleichungen erhält man das folgende System linearer 
Differentialgleichungen 


AMü} + Iy} = P{j} + I} = 0. 


Hier bedeutet P die dynamische Matrix, welche eine quadratische nicht mehr symmetrische 
Matrix ist, Pi = u m. # Pr; I ist die Einheitsmatrix. Zur Lösung dieses Differentialgleichungs- 
systems macht man den bekannten Exponentialansatz {y} = {r} e'®!, welcher auf das homogene 
lineare Gleichungssystem 


(*) / (d— o2P){y = (P—ATD {r} = {0} 
f . 
führt mit Amplitudenvektoren {r} und Eigenwerten A=w; w0 die Kreisfrequenz ist. 

Aus dem Verschwinden der Determinante dieses Systems ergibt sich eine Gleichung 2n-ten 
Grades für den Eigenwert, 44) = |P—AI| = Za,A"—" = 0, wobei a, = (— 1)" 5, a, = 1 ist; 
S, ist ein Skalar »-Ler Ordnung der Matrix P. Im Falle des Systems mit vielen punktförmigen 
Massen stößt man auf Schwierigkeiten, diese Skalargröße zu bestimmen, weil das betrachtete 
System kein Srurnsches System ist. Deshalb wollen wir vielmehr den Leverrisrschen Satz aus- 
nutzen [8]. Bezeichnen wir mit s, die Summe der r-ten Potenzen der N des Frequenz- 
polynonıs s, = Zar =Al +45 +... +4, dann bestehen zwischen den Polynomkoeffizienten a, 
und dieser Summe die Beziehungen - 


r 
De a en gel 
e=0 | 
i j »kursions Ü ische Funktionen der Wurzeln, [9]). 
die sogenannte NEWTONsche Rekursionsformel für symmetrisc ) 
nn Er Gleichung (*) multipliziert wird mit a u so erfolgt A’{r} = Pfr. De Ampli- 
tudenvektor {r} ist zugleich der Amplitudenvektor der Matrix P’, deren Eigenwert A’ ist und 


lar s,. 
> Er er daß die Einflußkoeffizienten des Balkens auf verschiedene Arten berechnet 


werden können [10]. Wir geben hier eine Methode, die auf der Formänderungsarbeit des Biegens 


g*+ 


As = (2 8)" [ Mj} dz beruht, wo M, das Biegemoment ist und B=E]I, die Steifigkeit des 
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Stabes. Die generalisierte Einflußzahl u;; ist dann die generalisierte Auslenkung im Querschnitt 
(i), die durch die Wirkung der im Querschnitt (k) angreifenden generalisierten Einheitskraft (0) 
_—_ der Einheitskraft F = 1 oder des Einheitsmomentes NW = 1 — hervorgerufen wird. Deshalb 
folgt ug = u; = FB) [ MM* dz. Hier sind M und AM* die Biegemomente, die durch die 
in den Querschnitten (i) und (k) wirkenden Kräfte Q und Q* hervorgerufen werden. Die Summe 
muß man in allen Feldern des Balkens nehmen, wo die Momente veränderlich sind [11]. 

Im Falle der Schwingungen eines Systems von punktförmigen Massen auf einem masse- 
losen mehrfach gelagerten Balken, d. h. eines statisch unbestimmten Balkens mit starren Stützen, 
muß man auch den Einfluß der Stützkräfte auf die Einflußzahlen berücksichtigen. Man betrachtet 
einen geraden gleichförmigen Stab, unterstützt durch r + 1 starre, in einer Geraden liegende 
Stützen. Mit Hilfe des Theorems von MExABREA kann man diesen Balken auf einen Balken 
mit zwei äußersten Stützen und mit r—1 unbekannten Stützkräften Y), j=1,2,..., 
Ss...,r—1, zurückführen. Dann ist die Senkung der Stülze auf der Stelle () 
= W—!o,Yi = 0; hier ist ‚j der gemischte Einflußkoeffizient in der Stülze (j) unter der 

8 


Wirkung der Einheitskraft an der Stelle (i); o;, sind die Stützungseinflußkoeffizienten unter 
der Wirkung der Einheitsstützungskräfte in den Stützen. Es folgt {u} = Riy}, |det R| = 0, 
wo A die Matrix der Stützungseinflußkoeffizienten ist. Dann gilt {y} = R”!{u}, und unsere Aufgabe 
reduziert sich auf die Lösung für einen in zwei Punkten gestützten Balken. Die Einfluß- 
koeffizienten können als FrepvnouLmsche Symbole K(z,, s;) oder Hauptsymbole K(s,, s;) dar- 
gestellt werden, oder in Matrizensymbolik A, = A— WR. Die Matrizen A„A,R und 
R-1sind quadratische symmetrische Matrizen, aber die Matrix M ist eine sx n-Matrix mit s Zeilen 
(wos =r— 1 die Ordnung der slatischen Bestimmtheit ist) und n Spalten (wo n die Zahl der 
Massen m; ist). Auf diese Weise haben wir eine neue dynamische Matrix P, = A, MM bekommen, 
und das Problem ist theoretisch gelöst, aber die Rechnungen machen große Schwierigkeiten. 
Einige elementare Beispiele sind gegeben. Mit Hilfe des Verfahrens von DUNKERLEY erhält 
man die Grundfrequenz [12] oder wegen des großen Fehlers oben durch Anwendung der VAN DEN 
Duxgzxschen Formel [13, 14]. 

Diese Theorie können wir auch im Falle der Träger mit Zwischenstützfeder ausnützen. 
Die Matrix der Einflußkoeffizienten A, = A—M(R +CHM, wo € die Federungsmatrix (c;) 
ist, erhält man als eine Diagonalmatrix. Wenn die Zwischenstützen gemischt sind — starr 
und federnd —, dann ist die Matrix singulär, aber die Summe der Matrizen R + C1 ist nicht 
mehr singulär, und die Methode ist anwendbar. Man betrachtet auch andere Fälle. 

Im Falle der beiderseits eingespannten durchlaufenden Träger muß man, wegen der Ord- 
nung der statischen Unbestimmtheit (r + 2), noch zwei Nebenbedingungen an den Einspannun- 
gen stellen: /;=0, fo = 0 und /; = 0; so bekommt man 


Rad, DOmön. Nun. a= (te Pr). 
f Yro Yrr 
Die Matrix N ist eine Übermatrix, woraus folgt A, = A— MNIM, wo M die Matrix der 
gemischten Einflußkoeffizienten ist, und wegen |»b| = |ö?| wird die Matrix M’ gleich ihrer 
transponierten Matrix. Viele Beispiele sind gegeben. 
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Zur Berechnung von Wärmespannungen in Verdichterlaufrädern 


u x 
Von F. Rınrorr 3 
* I» % a a a ar | I . . . * . . 
Die W armespannungen In einem Laufrad von beliebigem Querschnitt mit seitlichen Lauf- 
- — schaufeln lassen sich nach dem von TUMARRIN [1] für Fliehspannungen angegebenen Verfahren 
berechnen, wenn die Übertemperatur in Form eines Polynoms gegeben ist. Das Laufrad wird in 
e Abschnitte geteilt, und die Dicke des Laufrades wird durch eine für jeden Abschnitt konstante 


- — _Tlyperbel ausgedrückt. Die seitlichen Schaufeln sind derselben radialen Temperaturverteilung 
= ausgesetzt wie die Scheibe. Sie übertragen Radialspannungen. Die Berechnung der Spannungen 
wird stufenweise durchgeführt. 
s Bei der Behandlung des Problems ist angenommen worden, daß der Werkstoff elastisch 
- ist, daß Axialspannungen vernachlässigbar klein sind, daß die Radialdehnungen nicht von der 
_ Längskoordinate abhängen und daß die Zahl der Schaufeln so groß ist, daß die Schwankungen 
von Spannung und Dehnung in Abhängigkeit von der Tangentialkoordinate vernachlässigbar sind. 
Da die Radialdehnungen für einen gegebenen Halbmesser r konstant sind, ergibt sich für 
die Radialspannung o, in den Schaufeln in Abhängigkeit von der Radialspannung o, und der 
Tangentialspannung 09 in der Scheibe 


(1) 0, = 0, — 709. 


Wenn man annimmt, daß für jede Stufe der. Schaufelquerschnitt in einem festen Verhältnis q 
» zum Scheibenquerschnitt steht, wird die Gleichgewichtsbedingung 


2 

: 

4 

> r do, erdind day 1 ir SdJnH ta 

| a rar trete = 0 


n r dr 


Einführung der Ausdrücke für die Dehnungen infolge Spannungen und Übertemperatur 7 führt 
zu den Ausdrücken 


do, a et a N ee F 
8) dr | 1ı+49—n%g 7 i+g—ng dr | 
1—vrg 1 vq dad 8 vq ‚zT 
en 1+q9—v?q dr i r I dr 
und 
doy 1+9g 1 v(1+gq) diny 
(4) re ee re; 
dr 1+g9q—vgr +qg—vqg dr 


ı1+g— rg r I+qg—"g d REP dr 


Diese lassen sich zu ‘einer Rıccarischen Differentialgleichung zusammenfassen, ‚die sich 
für den Fall eines hyperbolischen Profiles der Scheibe 


re el el ei 


(5) / y-hırt 
und einer durch ein Polynom beliebigen Grades ausgedrückten Temperaturverteilung 
(6) T=e6;r 


verhältnismäßig leicht lösen läßt. Man erhält für die Spannungen für einen gegebenen Halb- 
7 messer r, daß 


kor+0e+Mir ko, +09 + Nir' 


En —_— I [I —— = const 
(7) ec nel, TBRJAZCIA Ei 


wobei k, und A, B, A, C, sowie M und N Ausdrücke sind, die sich bei der Lösung der RICCATI- 


ifferentialgleichung ergeben. ; Ares " 
en a Verfahren auf Laufräder angewandt wird, muß man plötzliche Änderungen des 


Profiles entweder durch Abrundungen usw. unterdrücken oder durch besondere Formeln mathe- 


isch berücksichtigen. ö \ s : 
er. der ne Berechnung treten unter Umständen unbestimmte Formen auf, die 


in der üblichen Weise behandelt werden müssen. | & 
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Lois limites des materiaux rocheux (anisotropie discontinue) 
Par P. M. SırıEys*) 
I. Loi limite sur un plan donne 


En un point M d’un corps, l’&lat de contrainte s’exprime par le vecteur Slo1 9 93) dans 
l’espace des contraintes 2 rapporte aux axes principaux du tenseur conlrainte 123 Si 1). 
Si l’on rapporte l’espace physique ä ces m@mes axes, le vecteur conlrainte sur un plan P, defini 
par 7 (a), &y, a) est donne par 

V= |lollü 
\lo;|| representant une matrice diagonale. 
Dans ces memes axes, on peut ecrire que le vecteur 


V est defini par la transformation T: 
V= ||| S 


| representant une matrice diagonale. 

Une loi limite definie sur un plan P passant par M, 
se traduit par une condition sur V, il en resulte une con- 
dition sur S deduite de la transformation inverse T’: 

1 |! 


A; 


ISE 


S- V 


|I1/a;|| &tant la matrice diagonale inverse de |ja;||. Dans 
mt . x . H u, 2 SA 
le cas gencral, le point S est unique et depend de 5 parametres (car 2a} = 1). Il existe deux cas 
de singularite: 
— Celui oü P passe par une direction principale (a; = 0, a; &, =# 0) transformation point-droite. 
— Celui oü P est principal (&; = a; = 0, a, = 1), transformation point-plan. 

Une loi limite lineaire sur P se traduit par une relation du premier ordre entre les com- 
posantes normale et tangentielle de V: „= a + br, faisant intervenir deux modules plastiques. 
V decerivant un cöne de revolution d’axe n, S deerira le cöne transforme par 7’, le sommet se 
trouvant situd sur X (trisectrice de 1 2 3). Les transformations singulieres conduisent ä un 
diedre ou A un plan. 

En definitive, une loi limite du type lindaire sur P conduit pour le materiau A un critere 
d’Ecoulement du second ordre. 


- U. Materiaux prösentant une direetion de plans privilegics 


De tels materiaux font l’objet de deux lois limites, l’une /(o;,;) = 0 isotrope (valable pour 
toutes les directions), la seconde g(a;,, &) = 0 valable sur la direction des plans P. C'est le cas 
des malcriaux rocheux stratifics ou fissures (diaclases). La loi f admise generalement est du 

; second ordre (A deux modules plasliques) du Lype para- 
boloide de revolution, la fonction g issue d’une loi 
lineaire sur P introduit deux nouveaux modules. 

La surface limite globale se traduit donc, dans E, 
par un paraboloide de revolution tronque par une 
famille de cönes du second ordre dependant de deux 


‘ 
r arametres, pouvant degencerer en eiödres [1] ou plans 
' . . Bi 
x (transformations singuliöres). 
\ Dans un plan perpendiculaire ä la trisectrice, 
\ S doit &tre situ6 dans la surface commune au cercle 


et & l’ellipse d’intersection des deux surfaces (Fig. 2). 
Un tel materiau comporte 4 modules plastiques. Si la 


j N # 3 loi particuliere est A un seul module, cas de cönes ayant 
ea HL ae leur sommet & l’origine (a = 0, frottement seul) ou de 
cylindres elliptiques (b = 0, cohesion seule) le materiau 

Fig. 2 comporte 3 modules seulement. 


*) Laboratoires de M&canique des fluides, Grenoble. 
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x UI. Cas des etats plans 
ansle cas des etats pl li | 
| as des ctats plans, on peut utiliser un es ) 3 
d: Em nr : S espace de contraintes A trois dimensions E 
rapporle A un systeme de coordonnees cylindri u BER een 
; Be eeldiirs s cylindriques (p, , 2) oü p este premier invariant du 
| nahe den es der a an des contraintes prineipales (qui se deduit d’une com 
ß 2 ariants), p l’orientation du tenseur par i an. 
a L ; enseur par rapport ä des axes fixes d 
nn s axes fixes du plan. 
Br ee... = re ces pe ordre /(p, q) = 0 se reprösente par un arabolorid 
See Ans c ee La loi particeuliere, du type lineaire, conduit 
‚ep contrainte doit &tre interieur au solide commun A ces deux surlaces 
x surfaces, 
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dont P’interseetion par un plan normal A Oz, se compose d’elEments de droites et d’arcs de cerele 
(Fig. 3). Les champs de contraintes obtenus avec de telles lois comportent deux types de zones 
lles la loi / est verifice, les aulres correspondant ä la loi g [2]- 
ant deux plans de fissuration sera caracterise partroislois f(p, )=0 
IP» 9, x) = 0, 9.(P, 9 &) = 0. Il pourra se produire (suivant les valeurs relatives des modules 
. plastiques el l’inclinaison des deux plans privilögies) que le solide commun aux diedresrepresenta tifs 


h* gı et 92 soit interieur au paraboloide. L’etat limite d’un tel materiau ne dependra plus de la 
Are f, mais seulement des lois 9ı et Q. Sigi el Ge expriment la möme loi mecanique sur les 
deux plans, la surface represenlative sera Une pyramide dans E, (Fig. 4) et le materiau ne 


dependra plus que de deux modules plastiques. 


[1] I. TALOBRE, La Mecaniquo des Roches, appliquee aux Travaux Publies, Dunod, 1957. 
[2] V. V. SoKOLOVSKY, Statiquo des milioux pulverulents, Moscou 1904. 
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Der Keil mit stetiger Rückenlast 
Von G. SONNTAG 


Für den ebenen Keil mit Momentbelastung seiner Spitze wurde bereits gezeigt, daß die 
bekannten Funktionen nicht ausreichen um, das Problem allgemein zu lösen [1]. Für einen Keil- 
winkel von 257° ergeben sich im gesamten Keil unendlich große Spannungen und es wurde an- 
schaulich begründet, warum der klassische Ansatz nicht geeignet ist, die Spannungen aus einer 
Momentbelastung ZU beschreiben; ‚das wirkliche Verhalten wurde durch spannungsoptische 
Versuche geklärt [2]- Es stellt sich heraus, daß auch für den Keil mit stetiger Rückenlast keine 
allgemeine Lösung bekannt ist. Die klassische Lösung für den Keil mit gleichmäßiger Normal- 
belastung einer Keilflanke versagt ebenfalls für einen Keilwiffkel von 257°, und für eine Be- 
Jastung, die mit dem Abstand von der Spitze linear zunimmt, versagt die Lösung bereits für die 
Halbscheibe. Dieses Versagen der klassischen Lösungen läßt sich leicht mathematisch begründen. 

Bild 1 zeigt einen Keil vom Gesamtkeilwinkel 2 mit der Winkelkoordinate @ und der 


Abstandskoordinate r. Die Spannungsfunktion 
(1) ee en aa 2 
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beschreibt eine unendliche Vielzahl von Keilbelastungen. Der Exponent n kann beliebig gewählt 
werden. Wir wollen uns hier auf die Fälle n > 2 beschränken; dem entsprechen ea en. 
die mit dem Abstand von der Keilspitze zunehmen. Die Spannungen an den beiden Keilllanken 
folgen in bekannter Weise durch Differentiieren [3]; sie lauten: 


ayp=ß) =n(n—I)r=?[+ c,cos(n—2)P + c,sin(n—2)P-+ 1zcosnß+ “sinnßl, 
W=—h-nam—Dmtlt  meosin—YB—  asin(n—dP+ ceosnß— «sinnßl, 
zp@=fß) = (n-I)r [+ 2%, sin (n—2)B—(n— 2) zcos(n— pP +nasinnß—necosnp], 
up=—P= (n—1)rm—2[—(n—2) c, sin (n—2)B— (n—2) ezc0s (m-2)B—nczsinnd—ne,cosnp]. 


gr 2 . . wa nm In vie N F felı 
Man sollte meinen, daß die vier Konstanten c, bis c, ausreichen, um die vier ee 

il 1 1 " I “ a} « 4 »lın 1 , Je = 4 s$ > 
für die beiden Spannungen o, und r,, an beiden Keilflanken belic big zu be de .. e 
sich aber heraus, daß Keilwinkel existieren, für die in der Determinante zwei Zeilen bis au 
einen Faktor identisch werden, was anzeigt, daß die Determinante null 
wird und keine eindeutige Lösung existiert. Z.B. fürn = 3.und 
7Q ß = 90° verschwinden alle cos-Glieder; damit werden die erste und 
r zweite Zeile, sowie die dritte und vierte Zeile bis auf das Vorzeichen 

2 identisch. 
Für $# = 180°, entsprechend der geschlitzten Vollscheibe, versagt 
die Lösung aus demselben Grunde. 

Die Ursache für dieses Versagen liegt in folgendem: Die ver- 
wendeten Spannungsfunktionen beschreiben eindeutig die Spannungen 


Bild i. El »r Keil s R = 5 x \ ware ö e ’ 
2 resamtkeilwinkel, in einer vollen Kreisscheibe unter beliebigen Belastung ihres Randes. 
9 Winkelkoordinate, r Abstand  — Schneidet man aus dieser Kreisscheibe einen Keil heraus, dann sind 


koortdinate von der Keilspitze 3 . a x . - i . 
ir die Schnittspannungen (= Flankenbelastung) durch die Belastung des 


Kreisrandes eindeutig bestimmt. 

ös lassen sich daher mit den verwendeten Funktionen nur solche Flankenbelastungen be- 
schreiben, die sich aus einer Randbelastung der vollen Kreisscheibe als Schnittspannungen 
ergeben. Dieser ursprüngliche Zusammenhang des Keiles mit der Vollscheibe schränkt die Lö- 
sungen gegenüber dem allgemeinen Fall eines beliebig belasteten Kreissektors ein. Es erhebt 
sich die Frage, bis zu welchem Keilwinkel diese Lösungen technisch brauchbar sind. 

Man kann z.B. die Formänderungsarbeit berechnen. Wenn der Keil am Rand r=a 
unverschieblich eingespannt ist, dann muß die Nachgiebigkeit der Flanke unter einer Normal- 
belastung p mit dem Keilwinkel stetig abnehmen und damit auch die Formänderungsarbeit. 
Auf keinen Fall kann die Formänderungsarbeit und damit die Nachgiebigkeit der Scheibe mit 
größer werdendem Keilwinkel wieder zunehmen. 

Danach ist für den Fall eines längs r = a eingespannten Randes die klassische Lösung für 
einen Keil mit gleichmäßiger Normalbelastung einer Keilflanke bestenfalls bis zu einem Keil- 
winkel 23 = 100° brauchbar. Für 2% > 100° nimmt die Formänderungsarbeit wieder zu. 
Die Wiederzunahme der Formänderungsarbeit bei größerem Keilwinkel hat folgenden Grund: 
In der berechneten Formänderungsarbeit ist nicht nur die Arbeit der Belastung p sondern am 
Rand r = a auch die Arbeit der Schnittspannungen (als Lasten) enthalten. Der unverschieblich 
festgehaltene Rand entspricht demnach nicht der Lösung. 

Für den Keil mit linear ansteigender Rückenlast, gemäß Bild 2, versagt die klassische Lösung 
bereits für die Halbebene. Eine Lösung für diesen Sonderfall findet man bei TIMoSHENKO [4] 
wie folgt: Die Spannungsfunktion 


ER 2 R 3 2 y 4 3 +2 1. 
(3) F= lee Haar + y rin =” ir 
erfüllt die geforderten Randbedingungen. Die Spannung o, für x = 0 wurde berechnet: 
3 


2ra 


“ | ,@=0)= et B -+Aln ca - 


Man erkennt, daß diese Spannung nicht nur 
mit y zunimmt, sondern auch mit yIn (yJe). 
Die Bezugslänge c kann beliebig gewählt 
X werden. Damit ändert sich aber wegen In (yle) 
a die Spannungsverteilung. Die Spannungen in 
ähnlichen Ausschnitten sind sich nicht ähnlich. 
B; Die Bezugslänge ce im Logarithmus ist 


Bild 2. Halbebene mit linear ansteigender Normalbelastung noch völlig offen und die Lösung erg dieser 
ps Normalbelastung im Abstand a; x und y kartesische Koordinaten Form nicht eindeutig. Man muß für einen 


od 
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endlichen Ausschnitt der Halbebe 
Bestimmung von c heranziehen. 

Wir haben gesehen, daß es Keile gibt, für die be 
tische Lösung bekannt ist. Aber selbst in den Fällen, die den klassischen Ansafz zulassen, ist 
die Lösung insofern problematisch, als sie neben der Flankenbelastung die Spannungsverteilung 
an der übrigen z. B. kreisförmigen Begrenzung des Keiles vorschreibt. Wenn der endliche Keil 
über einen Kreisbogen eingespannt wird, ist es sehr fraglich, ob von dieser Einspannung die von 
der verwendeten Lösung vorgeschriebenen Spannungen übertragen werden. Aufschluß über die 


wirkliche Spannungsverteilung in einem eingespannten Keil kann man am anschaulichsten durch 
spannungsoptische Versuche erhalten. 


ne die Schnillspannungen als Lasten bzw. Widerlager zur 


i gegebener Ilankenbelastung keine theore- 


4 Eine ausführliche Darstellung folgt in der Zeitschrift Forschung Ing. Wes. 28 (1962). 
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Verzerrungs- und Spannungszustand in charakteristischen Flächen 
| Von C. TORRE 


Als Grundgleichungen der Bewegung allgemeiner „hyperbolischer‘‘ Kontinua haben wir, 
([1], Gl. (1), (2)) die Hodographgleichung /(v) = 0 im G-Raum und drei Gleichungen des Wirbel- 
vektors V x db =20f(t) im P-Raum vorgeschlagen. Über diese Annahme werden nachfolgend 
einige Bemerkungen gemacht. Die Symbole werden wie im Beitrag [1] gleich bleiben. 

Die Integrabilitätsbedingung der binären linearen Differentialformen lautet 


Any 20, _ 
1) de, ON. 

Gl. (1) stellt die notwendige und hinreichende Bedingung dafür dar, daß 
(2) dz = v,de + v,dy 


ein vollständiges Differential wird ([2], S. 188). m 
Wenn z = y(z, y) eine stetige und stetig differenzierbaze, sowie in einem Bereich B einfach 

zusammenhängende Funktion ist, dann stellt p(z, y) das Geschwindigkeitspotential dar. Wegen 

v, = Oy[dx und v, = OpJdy wird nach Gl. (1) die Bedingung pj0x 9y = 0%ploy 0x erfüllt. | 

Aus der Kontinuitätsgleichung V vd = 0 ergibt sich die Differentialgleichung der ebenen 

. Potentialströmung zu: Ap = 0. _ 

g Auf diese Weise wurde Gl. (1) mit elliptischen partiellen Differentialgleichungen in 
Verbindung gebracht. Gl. (1) kann auch mit hyperbolischen partiellen Differentialgleichungen 
in Verbindung gebracht werden, indem man eine funktionelle Abhängigkeit zwischen den Ge- 

— — schwindigkeiten y 

u) D, = D4(0,) 

= Annimmt. ? 

Setzt man Gl. (3) in (1) ein, dann erhält man folgende hyperbolische quasilineare partielle 
Differentialgleichung ([3], S. 190) 
NE 
(4) ao ra 
Die Integrabilitätsbedingung Gl. (1) kann auch inhomogen angenommen werden [41.1815 
4], S. 290. Eh N 
u Die obigen Gleichungen wurden vorwiegend kinematisch abgeleitet, ohne etwa die NAVIER- 
Srorzssche Bewegungsgleichung zu benützen. Andererseits können spezielle Funktionen der 
Gl. (3) auch vom physikalischen Standpunkt aus Beer werden, wiez. B.in der Gasdynamik 
r s der Bernovzuischen Gleichung erhalten wird. 3 
= ie Integrabilitätsbedingung wird bei der Ableitung der Gefällefunktion P(&, y) I; Ex- 
tremalen in der Variationsrechnung angewendet ([11], 5. 76). Das ist hier um so bemerkens- 
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werter, weil der Anstieg der Extremalen p gleich der cliarakteristischen Richtung vis, y-n 
(131), 82113): SER 
Das vollständige Differential des Geschwindigkeitsvektors lautet 


(5) du(z,y, 2) = (VD) »ar} 
Die Dyade (Yv) Kann als Summe von zwei Dyaden geschrieben werden ([1], Gl. (1 1)) 
(6) | Denn! 


In Gl. (6) stellt die Dyade B=ii&, +(j + ji) Yzy + den Anteil der Deformations- 
bewegung dar, während die Wirbeldyade 2 = (ij — 1) ®; + ++ dem Anteil der Rotations- 


f 1 1 
bewegung entspricht. Hier ist „, = (Ov,/[ox + ov,/oy), ©; = D (0v,/0x — Qv,[Oy), usw. Be- 


kanntlich ([5], $.58) 2= —& x 8, wobei J=ii+jj + El die Einsdyade ist. 
Da in charakteristischen Flächen € : 3, = 0 ([1], Gl. (13)), so folgt nach Gl. (6) 
(7) M,= N, =—0,xN, 
bzw. nach Gl. (5) und (7), da -dı, = di, 
(8) d,= Od au Ra 
mit der Lösung, wenn 2, w, und d,. Funktionen nur von der Zeit { sind, 
(9) =. u Fe = —DX Let Vo 


wo d,. der Geschwindigkeitsvektor des Koordinatenursprunges ist. Der Vektor d,—d,. im 


P-Raum steht senkrecht zu den beiden Vektoren ©, und t.. Das allgemeine Kontinuum mit 


3 = (0) und das Integral für v wurde zuerst von EULER (1761) untersucht ([6], S. 350). ; 
Gl. (8) kann noch wie folgt geschrieben werden 
(10) Bd (tt e), 


wobei 9, = i di/dt + jdj/dt + Edf/dt. Da dv, = (Ov,/Ox) de + ---, so ergibt sich aus dem 
Koeffizientenvergleich der Gl. (10) zu 
(11) u RU De SE 

0x dt 0y dt 02 dt 


+ 
wobei did =® xXi=1m,—fo, usw. Hiermit und nach Gl. (8) stellt dv, die reine Drehung . 


ohne Schiebung (ix = 0) dar, so daß diese und die Beschleunigung b, = — 2%, X b, senkrecht 
zur charakteristischen Fläche z = z(z, y) stehen ([1], Gl. (28)). 

Der charakteristische Geschwindigkeitsvektor v,, Gl. (9), weist in die Richtung der MoxGE- 
schen Vektoren hin ([1], Gl. (7/1); hier ist vd, = d)). 

Der Crocco-VAszoxYische Satz ([7], S. 186) 


(12) SXb=-TVS-VH 


ergibt allgemein die Anwesenheit von Wirbeln in einer nicht-isentropischen stationären Strömung. 
T ist die absolute Temperatur, S die Entropie, H= I-+vi]2, I=E-+ p/o die Enthalpie, 
E die spezifische (innere) Energie, p der statische Druck, o die Dichte und 9 v%/2 der dynamische 
Druck. 

Da in Gl. (12) © X v der Corrouısschen Beschleunigung entspricht, so erzeugt der Gradient 
(T VS — VH) in einer Strömung Kräfte der Coriouisschen Art. Deshalb wird der charakte- 
ristische Beschleunigungsvektor D,„ = —2(T VS— YH). in einer stationären Strömung allge- 
aaber BBDeSlacher, Kontinua von der Entropie, Enthalpie und vom dynamischen Druck 

eeinflußt. 


Da dı-Q,-dı=0 (1), nach Gl. (11)), so folgt aus Gl. (8) die Beziehung 


(13) di dv, = (se) = 0% 
Es ist nun S? = 0, bzw. nach Kürzung durch „di“: S,dS, = 0, oder, wegen S, # 0, 
(14) dS,=0, bzw S,= konstant. 
1) Die Beschleunigung lautot: b„ = dv./dt = — 28. X be wie in [1], Gl. (28), mit 2%. statt ©. Das. 


Minuszeichen bedeutet, daß b„ nach innen von C zeigt. 


EEE 
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So folgt, daß die senlängen der C isti ä 
gt, daß die Bogenlängen der auf den charakteristischen Flächen liegenden Kurven konstant 


sind. Nach Caucny ([5], S. 47; [6], S. 348) gilt allgemein (wesen dı-d = = d(-v/d= . d sat) 
? ; ‚2 2:3 
’ & S 
4 (15) dS2/di = 2dr.B dr, 
k weil dt: 2-dı=(0, vgl. Gl. (5), (6) und (13). 
j Be an :- - ; ne 
A a u (14) ist auch V. = 0 (11), Gl. (14). Jede Charakteristik trennt ein Gebiet, in 
4 dem alle Verzerrungen positiv sind, von-einem mit negaliven Verzerrungen. Allgemein trifft dies 
r auch für Verzerrungsgeschwindigkeiten zu, weil aus ®, = 0 ohne weiteres auch N, = 0 folgt 
r 1e 


NADAI (18), > 321) hat mit Hilfe des Ausdruckes &, = 0 (und der Querzahl m = 1/2) den 
Gleitwinkel eines Zugstabes berechnet. 
2 X A E 3 . . . 

A f Da nun 3, = 0 und AD. — (), so ergeben sich im P-Raum zwei elementare Richtungskegel, - 
£ deren Abmessungen von Verzerrungsgeschwindigkeiten bzw. von Verzerrungen abhängen: 
D N . t — r * x * ” « . . i 
W. UV, =. i ıtungen auten die Gle ge 
Ar, de=Obzw. dt: dQ,-dr= 0. In den Hauptrichtungen (1, 2, 3) lauten die Gleichungen 

dieser Kegel wie folgt: 


Be Han. dx? ir 
(16) Fa in - + A a da? —ı, D ARTEN, En Be — dr =) 
Y—&l &)° (y —8&| &,)" z (Y— dez/ de,)* (Y— de;| de,)* n : 
Da entlang der Erzeugenden des Verzerrungskegels die Beziehungen de,/de, = &zleı USW. 
gelten, so stimmt Gl. (15), [1] mit Gl. (16/2) überein. 


Die Dehnungsgeschwindigkeit 


. a . % “ * ie ” ” * ” 
(17) E= &,cos?a + &,cos?ß + &,c0S?y + Yr, C05 a cos ß + Yyz cos P COS Y + Yzz 605 Y COS X 


liegt dann und nur dann in einer charakteristischen Fläche (& = &,), wenn die Richtungscosinusse 
wie folgt angenommen wedren ([1], [3): 


oV,| du; = > 
cos& = Sm cos P = Sf ‚c08 y = —1//9; 
(18) x : 
ov,\? [0v,\? 
Be kn ie RN 
I 7 (=) er () 
Setzen wir Gl. (18) in (17) ein und berücksichtigen, daß &, = 00,/0x usw., dann ergibt sich 
die charakteristische Dehnungsgeschwindigkeit zu 
(19) | | 
; 1 ı0v, [0v,\? Oo, [Ov,\?  0v, , [vr Ov,\ 0v, Ov, [Ov, , 0v,\0v, Ov, , 0v,\0v, 
1 A On (Bu 20 (Bu) Be ea Bee (+ ara (ar * Sn 
Die in Gl. (19) vorkommenden Ausdrücke 0v,/0x, 9v,[Oy und Qv,/0z werden aus der Grenz- 
bedingung », = v;(d,, D,) berechnet, wie z. B. 


j dv, ' Qu, dv, 00,00, * 
} re EEE TEE usw. 

und in Gl. (19) eingesetzt. Hiermit ergibt sich, daß die Dehnungsgeschwindigkeit in. der cha- 
rakteristischen Richtung verschwindet i 
(20) RER u=0. 

we Setzen wir Gl. (20) in (17) ein und kürzen durch „dt“, dann lautet de, explizite ausgedrückt 
wie folgt: 
(21) de, = — de, cos? a]cos? y — de, cos? BJcos? y — dyzy 605 & COS Blcos? y 

= — dyy, cos Bjcos y — dyz. C0S alcosy. 


Weiterhin wird de, aus der Grenzbedingung für Verzerrungen & = &(&u +» Y,,) ermittelt 


(siehe Bemerkung in [1], nach Gl. (22)) 
de de, de de 0&, 

z z z 2 d d ar 
(22) de, z de, de, t O8, de, ß) Yay dyzy es N) Yız Yuz ar OYyzz Y 


AN 
Aus dem Koeffizientenvergleich der de, und de, in Gl. (21) und (22) folgt 
| cos? & 08, cos? ß 0&; 


en EEE ande 


cos? y 08, 


vn 


ni Ar rT sh A BE gr 


ch rat 0 


Ti 
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14) nu 
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7 nun al 
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j Ir ie GP ınd cos’a >08 ! Sa — ge SIc I5= 
Aus diesen Gleichungen und 24 -+cosß-+cos®?y=1 ergeben Sich die Richtungs 


eosinusse im V-Raum zu 


a de. | 
- Q&; |ı17r 2 2 r 24, — 1/N: 
9" 2 ee os = — N cos y = [I 
(23) } cos“ a de, N ’ c p de, ’ / 3 
[} A | 
| 54 
d£ dE- _ de, | / 
0£; , z /ar u Bar SR SE Ts 
(24) c0s a cosß = — =—- N, vcoß= Kr (+)YN, cosa= 2 IE) YN 2 
OYry Yuz| Yzr| 
wobei 
er: p 
de; de 
»5 N=1—.— —.—, 
(>) DE, = _.0E, 


Ergänzend zu [1] Gl. (22) bis (27) werden die „Kompatibilitätsbedingungen für Ver 
zerrungen und Verzerrungsgeschwindigkeiten mitgeteilt. Aus Gl. (23), [1], nach Eliminierung 
der Ausdrücke (2v,/0v,)? usw. erhalten wir drei „unabhängige“ Bedingungen für Verzerrungen, 
die lauten 


2 &, \? de, O8, de, \? 
(26) + (pe) =0, +) =. 0£, + 2-0, 


0E, Orr de, Oyyz 08, de, Oyry 
sowie zwei weiteren Gleichungen 


0£; de, 08, Ö& 0, 0& 0&, 08, 


OYey Ye Wr — .0Yay Yun Ver Only 


(27) 


v 


die als „abhängige‘ Bedingungen bezeichnet werden, da man diese sowohl aus Gl. (23), [1], als 
auch aus Gl. (26) berechnen kann. 


Nach Kürzung durch „se,“ werden Gl. (26) und (27) in Differentialen der Verzerrungen 


ausgedrückt: 
(28) (dy,,)? + de, de, = 0, (dy.) + d,d,=0, (dy,)? + de,.d,=0; 
(29) dy;rdyy. + de dv = 0, Mon AYyz Ayzr + de, de,d, =0. 


Die Bedingungen für Verzerrungsgeschwindigkeiten ergeben sich aus Division der Gl. (28), » 


(29) bzw. (26), (27) durch „di“ zu 


(30) Ye + & &, —=0 D Yı: + &, &, =0 ’ u + &, &, — 0; 
(31) Ver Yyz = &, Yay =0 ’ Yay Yys Var + &, 2, 5 =. 


Im ebenen Fall bleibt nur Gl. (30/3) übrig. 

Gl. (28) bis (33) gelten für die zueinander senkrechten Schnitte x =, y = und z = konst. 
entlang der C-Charakteristiken im P-Raum. Sind z, y, z parallel zu den Hauptrichtungen (1, 2, 3), 
so sind alle 7, = 0 und nach Gl. (30) &; &, = 0, so daß entweder &; + 0 und &, = 0 oder umge- 
kehrt gilt. Fallen x, y, z mit den charakteristischen Richtungen z;, zusammen, so sind der Reihe 
nach &;, = 0 zu nehmen; damit werden nach Gl. (30) alle >;. = 0, was mit ®, = 0, [1], Gl. (13) 
übereinstimmt. Diese Auffassung entspricht der von [9], S. 276. 

Ähnliche Beziehungen erhält man auch für Spannungen, wenn Gl. (27), [1], durch „di“ 
dividiert wird. Diese Beziehungen lauten 


(32) .—6,,=0, 0, =; 
(33) ER ERE Ne EL 


Der Parameter „dt“ kann auch die Längedimension statt Zeitdimension haben. Dann 
würden die entsprechenden Größen in Gl. (30) bis (33) Änderungen per Längeneinheit ergeben, 
wobei noch die drei Dimensionen des P-Raumes zu beachten wären. 

Wie bereits nach Gl. (27), [1], für Spannungen erwähnt wurde, sind totale Differentiale der 
Verzerrungen Gl. (28) bzw. Verzerrungsgeschwindigkeiten Gl. (30) in einzelnen zueinander senk- 
rechten Ebenen voneinander unabhängig. 


Weiterhin werden Abbildungsgesetze vom P-Raum auf G-, S-, V- und V-Räume und um-. 


gekehrt abgeleitet. Gl. (7), [1], stellt bereits das Abbildungsgesetz von P auf G und umgekehrt dar: 
0z Qv 0z Ov 
34 Pl en 
(22 ox Ov, #a oy Ov, 
Dabei ist z = z(x, y) die Gleichung der Cim P-Raum. 


= (0. 


nn 


ru En un Du u 


Wan Vin Ze Var Zi N a Sfr 
REN TRETEN NEN NEN REAL TeN 


PENTIUM SITE SISTERS 


D 


EWR C. Allgemeine und Elastomechanik T 125 
— Einen = 
a a be N FE EEE 


Nach Quadrieren der Gl. (34) und mit Hilfe der Gl. 


Br BER, ; 
gesetz von P auf S und umgekehrt zu er ae les 
(35) (0) ()- NEL LTE RER BEN 

9%) do, ' \0y) da, 0x Or,, oy Or, 0 oy oc 
Im ebenen Fall geht Gl. (35) in Gl. (20), [1], über. = 


auf V und umgekehrt, 


Ähnlich erhalten wir nach Gl. (23), [1], das Abbildungsgesetz von P 
das lautet . 


(Eu (tEe L nd An | zir uz2r 2 0, 
oc) de, oy) de, 0x 0y,r Oy Oyyz 0x Oy Oyzy 
Um das Abbildungsgesetz von P auf V und umgekehrt zu erhalten, muß Gl. (36) im Zähler 
und Nenner durch „ot“ dividiert werden. Die Wiedergabe dieser Gleichung wird hier nicht 


erfolgen. Das Abbildungsgesetz von P auf $ (zeitliche S annungsänderun ibt siel 
Division der Gl. (35) durch „ot“. 5 ; Di en 


Gl. (29) bis (35), [3], werden nachfolgend in einer mehr übersichtlichen und praktischen 
Form angegeben. Die Grundcharakteristiken in der (x, y)-Ebene lauten: 


(2) war vi“) er 
| dh 5 RE 
(37) | wobei 
. ey dA Ba 1 Vz Yyz 
Tr (ir ir) : 


In den Hauptrichtungen (1, 2, 3) sind 7,, = 7y, = j,,—0 und dadurch A — 0, so daß 
sich nach Gl. (37) 


38 | u) Be 
( ) (& 1,2 1 =E &, 
ergibt, bzw. nach Kürzung durch „di“, 
d de 
(39 (W) ee rin 
) dt 1,2 + de; 


Die Richtungen der Grundcharakteristiken hängen von der mittleren Dehnungsgeschwin- 
digkeit &, bzw. von der mittleren Dehnung & nicht ab. 


Gl. (37) lauten nach Kürzung durch „dt“ wie folgt 


FE AI 
dx „27 de, de, de,’ A 
i 


1; 1 dy;z dyyz 
ie u ;E )- 


(40) mit 


Negative Vorzeichen unter den Wurzeln Gl. (16), (37) bis (40) ergeben für einen großen 
Bereich der Grenzbeanspruchungen reelle Werte der Wurzeln, da in den meisten Fällen, wenn &, 
positiv ist, &, negativ werden muß. Diese Regel bleibt sogar auch dann erhalten, wenn die Nei- 
gung de,/de, der Tangente auf der &/(&,)-Kurve in der V-Ebene negativ und das Vorzeichen unter 
der Wurzel schli&ßlich negativ wird (siehe [1], Bild 1). Die darauf folgenden imaginären Werte 
ergeben noch immer den Fall der Grenzbeanspruchung, so daß weiterhin eine „hyperbolische‘“ und 
nicht eine elliptische Strömung vorliegt. 

Es sei hier noch etwa Gl. (21), [3], in krummlinigen orthogonalen Koordinaten angegeben. 
Die Wirbelgleichungen lauten ([10], S. 55) 


er N (2) lee ee): 
h; hz oß h, 0y h, ; h, hz : 0y h, 0a hz ha h, 0a hy oß h, 

Die Grenzbedingung lautet | 

(42) | = lud dp). 


Dabei ist hy = (da/d24), usw. ([10], 5.52). 
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Aus Gl. (41) und (42) — ähnlich wie in [3] — ergibt sich senkrecht zur Richtung — konstant 
folgende quasilineare partielle Differentialgleichung der Bewegung hyperbolischeı Kontinua, 
wobei die Normalenrichtung dn, = da/hj ([10], S. 52), 


N 
Ov, Ovg OD, Ovg Qvp 90, 
na Eee a ee 


2 Ov, On, Qu On, On, n 
{Olnh, ov,Olnh\ , @v,olnh, Oln hz 0 
+ | =— en 
en ED, 0 00, Or Ng 


Aus Gl. (43) ergeben sich die Differentialgleichungen der Charakterisliken wie folgt 

(dn, = da/h,, usw.) 
dk n OD, DE 1 av, dy _ er: 

Be ds....*00,. ds. vr opyshiEde 2 


Die charakleristische Gleichung für dv,/ds besteht aus den übrigen sechs Gliedern der Gl. (43). 
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Auswanderungserscheinungen in elektrischen Meßwerken 
Von F. WEIDENHAMMER 


„ In elektrischen Meßgeräten mit drehschwingungsfähigen Zeigersystemen können bekanntlich 
auf Grund von Erschütterungen unerwünschte Fehlanzeigen auftreten. Diese Meßfehler sind rein 
mechanischer Herkunft'und entstehen auf Grund erzwungener Schwingungen, deren Mittellagen 
nicht mehr die verlangten elektrischen Sollwerle sind. Derartige Auswanderungserscheinungen 
sind seit langem bekannt und haben zu einigen Untersuchungen Veranlassung gegeben [1]. 

Schwerependel, und die als Schwingweggeber verwendeten Horizonlalpendel sind starre 

Körper, deren Massenmillelpunkte notwendig außerhalb der Drehpunkle liegen. Man kann also 
bei diesen Systemen unmittelbar erkennen, daß die bei heftigen Erschütlerungen geweckten 
Trägheitskräfte einen Angriffspunkt finden und wesentlich in das Kräftespiel eingreifen. In 
Drehspulsystemen bemüht man sich jedoch um eine sorgfältige Äquilibrierung, so daß Massen- 
mittelpunkt und Drehpunkt zusammen- 
fallen. Man hat daher nach einer anderen 


a Erklärung der Fehlanzeigen zu suchen. Kine 
5 solche fand G. WINTERER experimentell 
AP durch Beachtung der erzwungenen Biege- 


schwingungen des Zeigers. Er konnte näm- 
lich beobachten, daß ein mittig frei drehbar 
gelagerter, symmetrisch gebauter Stab vol- 
= SS lends in die Erschülterungsrichtung gezogen 
wird, wenn er mit überkritischer Frequenz 
zu Biegeschwingungen angeregt wird. Ob- 
gleich wirkliche Meßwerke komplizierter ge- 
baut sind als der im Versuch verwendete 
einfache Stab, erklären die Zeigerbiege- 
schwingungen tatsächlich eine Auswande- 
} DHL rung des Meßsystemes wir die sachfolgende 
Mechanisches Modell für ein elektrisches Zeigermebwerk Rechnung zeigen soll. s 


4 
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i 
E- Zur Auffindung der Bewegungsglei | 

cn g der Bewegungsgleichungen geht man zwecknfäßig vom Hanmmvrosschen 


Prinzip 
i ; i li lz 
(1) REN U)d+ [öAd= 0 
h, 


el ae nn aus Biegeenergie für den schwingungsfähigen Zeigerteil 
N ST 2) und aus lederenergie der Drehfeder (Drehfederkonstante c) 
. Die Drehfeder ist im Bild eingezeichnet; sie sei für = 0 spannungslos. Dann ist 
1 j 
DD) . nr WE 7” 
(2) U = EJ — de + cH_ öA=M,0öp, 
v 


> ’ 


En _ 


we Fr In vrir alla Ar M en IR z n 

en ; i en tuelle Arbeit des zu messenden konstanten elektrischen Momentes M,; bezeichnet 
> ad C La äinelische Energie 7’ durch Integralion von zw dx v2/2 über alle Stabelemente u dx 
(Masse Je Längeneinheit 4) berechnet, hat man zunächst die Absolulgeschwindigkeit 


a And nn lud a 2 EZ a a 2 


AUeT 


(3) v=il- pP +U)sinP—wEcosp) +jÜ+ (CP + 1%) cosp— wo sin p) 


-_ 


: > \ 
mit v=0 für —L Sr Ss 0 aus Führungsgeschwindigkeit (4, 29, wQ) und Relalivgeschwindig- 
keit (w) zusammenzuselzen. In (3) steht u für den als bekannt vorausgesetzlen Erschütierungs- 
weg, während Punkte Zeitableitungen kennzeichnen. Mit der Äquilibrierungsbedingung der 
Drehmasse / und der Gesamtmasse M s ee 


l, Is lz 
Szndı=0, lefzude, M= (ud 
tt —lı —| 
findet man 
IR ir % L, 


= Va + " w® 2 1% ' 
(4) T= 154 [nzöwar+ [ea + [aa + ug + [nüen) da 


v 


Durch Ausführung der in (1) verlangten Variationen erhält man nun mit (2) und (4) die Bewe- 
gungsgleichungen als inhomogene, nichtlineare Integrodifferentialgleichungen 


- .. I, . la . I; 

6,1) Iö+cp + [uzidı = M, +frü w sin pdu — | u (wi) de, 
(3,2) (EJ ww). Fuß + urp= —uücosp-uwg, Se 
mit den Randbedingungen für w&, D: 

(5,3) w(0,!) = w.(0,D) =0; dee: 


Das System ist linear in den Beschleunigungen, außerdem allgemein nichtlinear gekoppelt. 
Jedes dieser Koppelglieder läßt sich nach Einführung der Relativdarstellung für die Beschleu- 
nigungen anschaulich verstehen. Nalürlicherweise geht die Biegeschwingung w über Integral- 
mittelwerle in die Drehschwingung g ein. 

Um zu einer Näherungslösung von (5) zu gelangen, wird für die Biegeschwingung der Rırz- 
Ansatz w(x, Ü) = W(«) - T(l) mit vorgegebener Schwingungsform W(e) und dimensionsloser 
Zeitfunktion 7 in (1), (2) und (4) eingeführt. Dabei soll W(x) eine Schätzung für die erste Eigen- 
schwingungsform sein, so daß man die sämtlich positiven Konstanten 


0 


lı la I; l; 
G -/EJ Ww:,dt, C5 -/u W: dx, g=/[uWds, [03 zu xzW de 


erhält, von denen c,/c; = @3 eine Näherung für das Quadrat der tieisten Biegeeigenfrequenz des - 
arrelierlen Zeigers (p = 0) liefert. Das kinetische Potential L= T— U für die Schwingungen 

pl) und TE) ist durch 
T: T?q T® p 


Bar: L ET 2 ” Mr RUE) Ve er 
x — rRak: 75,1% TE p) 3 7 172 2 


gegeben, während die virtuelle Arbeit 6A ungeändert bleibt. Die Lacraxgzschen Gleichungen 
liefern nun die nichtlinearen Schwingungsgleichungen in der Form 


e 61) ee 3 Ig+ep+a T= M„+GüTsinp— s(T?9)'; 
Fr 6) are | & T+ aT+a9=—sü cosp+nTYP. 
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Durch e/I = of? ist in (6,1) die Dreheigenfrequenz @, für w = 0 gegeben, so daß sich die Frequenz- - 


verhältnisse 
© Os 


k ı=— (= 
(7) ha en 
bilden lassen. Für rein harmonische Erschütterung u = u,cosr und mit der dimensionslosen 
Zeitzählung = ot erhält man aus (6) für Schwingungen g@)= + D(r) um die Sollage 
Ya = Male mit dem Auswanderungsfehler 99: 


(8,1) Pr gm tnRPd+ e; I — | T: cosr- T [sin (ga + 90) 


C; - „ e ‚si rg 1 
+05 (at pP +. 1 Z(0"+2TT 0), 


al. ICH ap V- & 608 T [cos (ya + yo) — sin (Yat+y):D +: ]+:-T 2°. 


,. (2 2 . 
In (8) ist über die Vergleichslänge 1; = Yc, I/cz durch e = uy/l; eine relative Erschütlerungs- 
amplitude eingeführt worden. Da diese Amplituden i.a. klein sind, kann man e< 1 voraus- 
setzen, so daß es nahe liegt, die erzwungenen Schwingungen über die Entwicklungen 

(9) PD=Eedd)+E2PDr)-+:--, T=2eT)+2Tld)+:-- 


zu berechnen. Hierin können &-Terme nicht vorkommen, da sie auf die hier nicht interessierenden 
freien Schwingungen führen würden. Trägt man (9) in (8) ein, so erhält man aus den e!-Gliedern 


(10,1) +20 + 4 70, 
> : : Tr 
(10,2) Der tin “ PB, = V: cos T COS (Per + Po) - 
2 2 


Da gig, in (10,1) nicht vorkommen kann, muß q, mindestens von der Größenordnung e sein, so 
daß für p, = 0 gi = o7/o? = gie? sein muß und somit 9? 2, in (10,1) zu streichen ist. Dies ist 
ein aus der Theorie der Auswanderungserscheinungen geläufiges Ergebnis und besagt auch hier, 
daß die Erschütterungsfrequenz hoch über der Eigenfrequenz des Auswanderungsfreiheitsgrades 
liegen muß. Die Glieder & führen auf 


[2 a? c mn 6 rm e 
(11,1) PR +MpM+ nr IT, = — V: cos tr» T,sin (pa + 90)» 


ar RT 
rn Dr C4 I . 
2t0 tr Pk -— 20002 sin (Pat po): D:- 
2 2 


Aus (10) berechnet man zunächst T, = B cost mit 


TER 
2) Di el: Vz cos (Per + Po) 
und S 
2 
13 EL TER 
(13) d=1—d ar 


so daß man aus (11,1) 
| 7 ur 
(14) ne VE3 (Pet + Po) 


erhält und also das gesuchte 9, in (11,1) zu Recht steht. 

„Da die Biegefrequenz @, wesentlich über der Drehfrequenz w, liegt (0, > w,) kann ınan 
näherungsweise sehr einfach die aus (8) zu gewinnende F requenzdeterfiminante auswerten. Man 
erhält dann für die tatsächlichen Eigenfrequenzen &; und @j; des gekoppelten (p, 7')-Systems 

2 
(0) 
wir wi, of u 


ci 


Io 
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- und kann damit in dem Resonanznenner (13) q, von (7) durch q,; mit der Biegeeigenfrequenz @y 


[' 
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# erselzen: j 
2 (13 1) r er in er a a 3 
3 Sauna pi Cp Tor au) . 
- Mit (12), (13,1) und of » ot erhält man aus (14) für ?o die transzendente Gleichung : 
5 1 1 ur w? 1 

(15 ee 

(15) Po SICHER rar sin(291 +29)» De oe 

Ic, w® 


die in 5 @®/ wi = £ den typischen Intensitätsparameter mit der Dreheigenfrequenz &; enthält. 
Es tritt jedoch bemerkenswerter Weise noch ein vorzeichenbestimmender Resonanzfaktor mit der 
(tiefsten) Biegeeigenfrequenz &y in (15) ein, so daß Betrag und Richtung der Auswanderung 
wesentlich von der Resonanzlage der Biegeschwingungen bestimmt werden. So erkennt man 
2. B. für 9a = 30°, daß für den unterkritischen Fall, 0; & ® < op 9 < 0 wird. Für die Biege- 
_ resonanz selbst lassen sich aus (15) wegen der vernachlässigten Dämpfung keine Schlüsse ziehen, 
jedoch kann man ablesen, daß für &; & 7 < @ der Auswanderungswinkel 90 > 0 wird. Somit 
' läßt sich auch rechnerisch verstehen, daß ideal äquilibrierte drehschwingungsfähige Systeme auf 
Grund von Zeigerbiegeschwingungen auswandern können. 


4 7 Literatur Zune 
[1] Vgl. die Literaturangaben bei F. Weıpenuanner, VDJ-Berichte Nr. 48 (1961), 8. 36. 
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D. STROMUNGSMECHANIK 


Magneto-gasdynamische Hyperschallähnlichkeit 
schlanker Körper bei zur Anströmung parallelem Magnetfeld”) 


Von MARTIN FIEBIG**) 


Die der gasdynamischen Hyperschalltheorie reibungsfreier Medien zugrunde liegende 
Voraussetzung ist, daß die Macu-Zahl Ma = Ulla» sehr groß gegenüber eins ist. Für schlanke 
Körper — Verhältnis der maximalen Querausdehnung des Körpers zu seiner Länge 7 und An- 
stellwinkel & sehr klein gegenüber eins — müssen M& r und M& a mindestens von der Größen- 
ordnung eins sein. Für die folgenden Betrachtungen werden noch die zusätzlichen Annahmen 
gemacht: 

(a) das ungestörte Magnetfeld B% ist parallel zur Anströmgeschwindigkeit Uo, 

(b) das Verhältnis der Fortpflanzungsgeschwindigkeit derA urv£x-Wellen, 4, = (Bela oa) 
zu der der Schallwellen, ax = (#2 Po/p»)%, N = «,/a% ist höchstens von der Größenordnung eins, 

(c) die elektrische Leitfähigkeit des Gases, ist unendlich, 

(d) der Körper ist nichtleitend und nichtmagnetisch, 

(e) die elektrische Ladung des Gases ist im Mittel vernachlässigbar, so daß das Gas als 
neutral betrachtet werden darf und der elektrische Verschiebungsstrom nicht berücksichtigt 
zu werden braucht, siehe Bild 1. 


Yo 


000 


Be,“ ‚P= 9- 


18 Bi 2 2 = 
M- = or >00 n8_ 20 = 00: = 


Tee0[e) = orzmex) .ı 


NT, 


Bild 1. Schlanker Körper in Magnetohyperschallströmung bei unendlicher elektrischer Leitfähigkeit a des Gases 
und zur Anströmung parallelem Magnetfeld 


ER Bad er a ein ideales Gas konstanter spezifischer Wärme, so ergeben sich die 
oß- und Differentialgleichungen mit den Voraussetzungen (a), (c) und (e) wie folst!): 
Erhaltung der Masse a DER 


(la) levG-g]=0; 

Erhaltung des Impulses 

(1b) VG-[edg+p + (le) (BR —BDB]=0; 
Erhaltung der Energie 

(le) I @? 42 + {elle — 1} VG plel = 0; 
Kontinuität des Magnetfeldes 

(14) VG-B=0; 


*) Dor vorliegende Vortrag wurde für die GAMM-T 5 i 
**) Institut für thoorotischo Gasdynamik der VOL, AuchonE nenne 


. 1) Als Maßsystom wurde das MKSQ-System zu G ibwei i 
eckigen Klammern bodouten den Sprung Bade den Bio a Bi Brobklache en er 


+ 
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Aus den MAxweuuschen Gleichungen 


E (le) | Bx7g=0. 
— Kontinuitätsgleichung 
2a) v.eD)=0; 
- Impulsgleichungen 
2 (20) GNd+ le) VPr + BM)xWxD=0; 
— Entröpiegleichung 
# 26) g-Vs =D; 
- Kontinuilätsgleichung für das Magnetfeld 
© (24) V-B=0; 
4 Aus Maxwertschen Gleichungen 
E (20) Bxi=0. 
+ In (1) und (2) bedeuten o die Dichte, 7 den Geschwindigkeitsvektor, p den Druck, B den 
4 Magnetfeldvektor, z die elektrische Permeabilität und s die Entropie. Zu diesen Gleichungen 
- treten noch die Randbedingungen im Anströmgebiet 
4 


8a) a=0: FELSEN RB IB 

E@b) aH+0: = (Uscosa, Us sin 8,0); B= (Dy cos a, Bo sin a, 0) ; Dos Da 
und am Körper, / a, y,2)=.0, [2]: 

da) F-VI=0; ' (db) B.Vf=0; (de) [Bu =0. 


/ Die Aussage von (4) ist, daß der Körper Stromlinie ist, daß das Magnetfeld auch am Körper 
> parallel zur Geschwindigkeit ist und daß über die Körperoberfläche kein Sprung der Tangential- 
- komponente des Magnetfeldes möglich ist. 


Bild 2. Schiefer Verdichtungsstoß am flachen Keil beio= wm, No >1, N = a,Jlaw ul 


i . 
Wendet man die Stoßgleichungen und die Randbedingungen auf einen schlanken Körper, 
- wie z.B. einen flachen Keil an, Bild 2, so ergeben sich unter den gemachten Voraussetzungen 
die folgenden Größenordnungen im Strömungsfeld: 
Stoßwinkel?): tan ß = 0(T) ; Strömungswinkel: tand = 0(7); 


Geschwindigkeitsslörungen: 


Des BB uw WENN: 
Ren o(7?) ; oT); TEE: (7); 


Magnetfeldstörungen: 
12, —B, _ < Dress 74 4 345; — B, =ole), = 
ol); eo; Feel) 


co 


Führt man die folgenden reduzierten Größen von der Größenordnung eins, 

E il; y=Tyı z=Tyr; 

U=-VU,1+Tu); velorh; W=lU.TW; 

B, = B.. (Mao t/N)b,; B, = B.. Mo tjN)tby,; Beben (MetiN)tb, 


m 


>, R Po c 
.P=Pa@MaT)pi  0= Los = +0 10 (be Mi Dell), 


4 sr ist ontwedor das Diekenverhältnis odor der Anstellwinkel je nach dem, an Größe er 


x EL 


yli > nun wa 


Sr a -_ 


7 au 


unse Team 2 
vor aha ve 

u ve 

on er Grün“ 


} nalrigh 
ul a5 sk ühäder Er 


12 TELaE PERR 
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her u sin 


Ra TU 
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Ye Me 


= N 
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I 30h; 108 795 ‚wsd 
Siacifrr ylaslım 0% 
Kiap SYearT j Atich sat a 
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in die Stoßgleichungen, Differentialgleichungen und Randbedingungen ein und vernachlässigt 
Glieder der Größenordnung 72, so kann man aus den entstehenden Gleichungen folgendes Ähnlich- 
keitsgesetz für schlanke Körper herleiten: EP 
Für die Klasse affiner schlanker Körper (x, y/r, z/x) = 0, mit r als Dickenverhältnis oder 
Anstellwinkel sind die reduzierten Geschwindigkeitsstörungen und die reduzierten Zustands-- 


* ” da - n * I a 41 ’ 
größen bei gleichen x, M. tundN = 7 in entsprechenden Punkten z, y/z, z/r die gleichen. 
ee} 
Natürlich läßt sich das Ähnlichkeitsgesetz auch auf die Luftkräfte übertragen. Außerdem folgt 


aus der Form der Gleichungen, daß bis zur Größenordnung 7? ein stationäres Umströmungs- 
problem einem exakten inslationären in einer um eins verringerten Dimension entspricht. Die 
Ergebnisse stellen eine Erweiterung des gasdynamischen Hyperschallgesetzes von H.S. TsıEn 
und des Äquivalenzprinzips von W. D. Hayss dar. Im Ähnlichkeilsgesetz tritt als Ähnlichkeits- 
parameter zusätzlich zu M%r jetzt noch N = q,/ao aul. 

Eine ausführlichere Darstellung wird bei der ZIW zur Veröffentlichung eingereicht. 


Literatur 


[1] K. O. Friwprıcns, H. KrAnzer, AEC Research and Development Report, July 198. 
[2] K. Stewartson, Journ. of Fluid Mechanies 8 (1960). i 
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Über ein stabiles schnellarbeitendes implizites Differenzenverfahren 
zur Berechnung laminarer Grenzschichten” * 
Von MArrın FIEBIG**) 


Zur Berechnung laminarer Grenzschichten wurden in den letzten zehn Jahren mehr und 
mehr Differenzenverfahren benutzt. Dabei wurden sowohl für die ursprüngliche PRANDTLsche 
Form der Grenzschichtgleichungen, in der die Koordinaten parallel und senkrecht zur Körper- 
oberfläche als unabhängige und die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten als abhängige 
Veränderliche auftreten, als auch für die von Misgssche und die Groccosche Form der Grenz- 
schichtgleichungen, bei denen jeweils mit der Koordinate parallel zur Oberfläche und der Strom- 
funktion bzw. der zur Oberfläche parallelen Geschwindigkeitskomponente als unabhängige und 
die zur Oberfläche parallele Geschwindigkeit bzw. die Schubspannung als abhängige Veränderliche 
benutzt werden, Differenzenverfahren entwickelt. Bei allen bisherigen Verfahren, außer [1] 
und [2], wurde mit expliziten Differenzenschemen gearbeitet. Der Grund hierfür war, daß man 
annahm, daß der Mehraufwand an Rechenarbeit pro Fortsetzungsschrilt bei impliziten Verfahren 
diese praktisch unbrauchbar macht. So zeichnet sich das in [1] beschriebene Verfahren auch 

- durch einen großen Rechenaufwand aus. In [2] wurde dagegen für die Croccosche Form der 
Grenzschichtgleichungen und Staupunktprofile ein Verfahren angegeben, dessen Mehraufwand 
pro Fortsetzungsschritt nicht wesentlich größer als bei einem expliziten Differenzenschema ist. 

‚ Der Nachteil der expliziten Differenzenverfahren für die Grenzschichtgleichungen ist, daß nur 
sehr kleine Fortsetzungssehritte möglich sind, wenn die Stabilität des Verfahrens gewährleistet 
werden soll. — Stabilität ist hierbei die notwendige und hinreichende Voraussetzung, daß die 
Lösung des Differenzenschemas bei verschwindender Schrittweite gegen die Lösung der Diffe- 
rentialgleichung konvergiert. — Es läßt sich heuristisch zeigen und durch numerische Rech- 
nungen verifizieren, daß die expliziten Differenzenverfahren am Staupunkt und in der Nähe der 

_ Ablösungsstelle instabil werden. 

Das Ziel dieser Arbeit bestand nun darin, ein implizites Differenzenverfahren zu entwickeln, 
das unbeschränkt stabil ist, pro Fortsetzungsschritt einen mit den expliziten Verfahren vergleich- 
baren Rechenaufwand besitzt und sowohl für vorn spitze Körper als auch solche mit einem 
Staupunkt anwendbar ist. Obwohl das Verfahren auf alle drei Formen der Grenzschichtglei- 
chungen anwendbar ist, soll es nur an Hand der inkompressiblen, zweidimensionalen, laminaren 
Pranprrschen Grenzschichtgleichungen kurz erläutert werden. 

. Bezeichnet man die Koordinaten parallel und senkrecht zur Oberfläche mit & und y und 
die entsprechenden Geschwindigkeiten mit z, d und führt die folgenden dimensionslosen Größen 
in die Grenzschichtgleichungen ein, 


jyRe & ülz, y) vyRe ü(&) ü 
= a 2 pn a ee ll 
L L u,() en le 


*) Dieser Vortrag wurde für die GAMM-Tagung angemeldet, k i | 
**) Institut für theoretische Gasdynamik Ber ee a 
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wobei L eine Bezugslänge, Ü.(x) di nti Ö G 

er es u,(x) die Potentialströmung an der Körperoberfläche und » die kinema- 
‘ ) * E keit ist, so erhalten die Grenzschichtgleichungen und Randbedingungen und die 
Antangsbedingung die folgende dimensionslose Form: | 


n => Ge Er ER 5 - * OFEN . 
‚u. FWuU+0,=0; Kontinuitätsgleichung 


A rar 2 er a} . 
aM) u, & tw W@+vu, = U + Uyy; Impulsgleichung 
u(z, 0) = v(2,0) = 0; lim u, y)=1; Randbedingungen 
- YREG i 
ut, Y) = ul). - Anfangsbedingung 


Das allgemeine lineare Differenzenschema von (1) läßt sich wie folgt schreiben, wenn & 
durch n Ax, y durch m Ay, und u(«, y) durch un, v(z, y) durch vo", (m, n ae BR ) ersetzt 
werden und die Differentialquotienten in x-Richtung durch vorwärlige und die in y-Richtung 
durch zentrale Differenzenquotienten approximiert werden und die u und v-Verteilung an der 
Stelle e=n Ax für allem Ay bekannt ist: ar 


n+1 n+1 n+1 n-+1 n+1 n -1 
(2a) Un+1 Dn &2 Tu n+1 Un +1 + Um er Un Hl Um * r en fin 
Ay i1 2 u a0 1, 9 FR a Ze See tae re 0 ; 
2A 
MN er u" 
.n n se sın+i n n+i 2 
(2 b) u, Um At ) © u, [9% U, Um + (1 2e 0.) (ui) ] 
n-+i n-+1 n n 
n-+1 Uni Un u HUREN 
+ [va 1 9) 0) 0} 0, a 
2 Ay 2 2 4y 
anti sn n-+l n+l n+1 m [) 
ü rü nn tu —a a 
„_ U 1 m-+1 —ı Un+i1 u Um— 
rel. Br 0, mtl mn m—l « (di Ak 0,) m-+- m + m—1 


2 
Den 0,050: 51: 


Ay? Ay? 


‘ 


Für %=09,=%=0,—=0 erhält man aus (2) das explizite Differenzenschema. An Hand 
heuristischer Betrachtungen mittels der bestehenden Stabilitätstheorien erhält man das Stabili- 
tätskriterium, das durch die numerischen Rechnungen bestätigt wurde: 


1 dx 4 1 
3 — -—< für 0 < — 
S a a2 nz 
keine Beschränkung für das Maschenverhältnis für 129%, = En 


Aus (3) erkennt man, daß die expliziten Differenzenverfahren am Staupunkt, wo ü, pro- 
portional zu x ist, immer instabil sind, und daß für kleine 7, (Wandnähe) die Schrittweise Axt 
nur sehr klein gewählt werden darf, da Ay durch die Anzahl der gewünschten Berechnungspunkte 
in der Grenzschicht festgelegt wird. Weiter folgt aus (3), daß nur die höchsten Ableitungen in 2- 
und y-Richtung das Stabilitätsverhalten bestimmen, was darauf zurückzuführen ist, daß die 
Lösung einer Differentialgleichung im wesentlichen durch die höchsten Ableitungen bestimmt 
wird. / 
Der einfachste Fall der Berechnung von (2) mit vollkommener Stabilität liegt vor, wenn 
KR erund9, =9,=% —= 0 gewählt wird. Dafür soll die Berechnung der Geschwindigkeits- 
verteilung an der Stelle n + 1 kurz skizziert werden. Es handelt sich dann in (2) um ein un- 
gekoppeltes System von Gleichungen und wenn ul aus (2b) bekannt ist, kann (2a) rekursiv 
von m = 1 beginnend für alle m berechnet werden. Gl. (2b) für ,= 1, , = 1, =, = 0 läßt 
sich mit. 


Be dr 1 . 
Am = pt Dh, 

| ; ONE dn = Um tr en 12 + (5 un )— u (um+ı — un] 

folgendermaßen schreiben: 

(5) ee ee AL u —=d,: 

Da die Lösungen von (5) wegen der Randbedingungen 

(da). w=0, 6b) er, tuir —un-ı) Sö} 

| für jedes n=1,2,3,... eine einparametrige Schar sind, läßt sich (5) auch durch 
ed. et Im | 
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darstellen. Aus der Randbedingung (6a) folgt 

(8) o=h=0. 

Durch Einsetzen von (7) in (5) folgt: 

(d,, = An [ m—ı) 


Am # / ne. 
(8) > em. = by — Ay em 


(by — (An En) . 
die sich rekursiv mit (8) von m = 1 berechnen lassen. Mit der äußeren Randbedingung (7) lä 
sich dann von m=M beginnend up*! für alle m berechnen. Dieses Verfahren wurde wo 
erstmals in [3] für lineare parabolische Differentialgleichungen mit homogenen Fan bed ugeue 
angewandt. Der Rechenaufwand pro Fortsetzungsschritt beträgt hier etwa 20 7 mehr als t 
den entsprechenden expliziten Verfahren. Dagegen kann die Schrittweite in x-Richtung alle 
nach praktischen Gesichtspunkten entsprechend der gewünschten Genauigkeit bestimmt werd 
wodurch sich im allgemeinen gegenüber den expliziten Differenzenverfahren eine Ersparnis Y 
80%, des Rechenaufwandes ergibt. f * | 

Seit etwa einem Jahr werden von Prof. K. NickEL und seinen Mitarbeitern in Karlsru! 
ähnliche Verfahren für die Grenzschichtgleichungen entwickelt, wozu auch der Beitrag v 
W. SCHÖNAUER in diesem Heft gehört. # 

In Kürze erscheint eine ausführliche Arbeit als DVL-Bericht, auf die für nähere Einze 
heiten verwiesen wird. 
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Application of Variational Methods to the Solution 
of Practical Supersonic Flow Problems”) 


By W. F1szpon 


1. Introduction 1 


Although variational methods have been widely and fruitfully used in many fiek 
of mechanics e. g.: dynamics and theory of elastieity, to investigate important problem 
and to obtain approximate solutions of many complicated cases, their application to the deten 
mination of flow in fluid mechanics problems is comparatively very limited. One of the ex 
planations given by EcKART [1] is the general use in fluid mechanics of the Euuerian syster 
of equations and not ofthe LaarAncian one, in which variational principles are usually formulatecı 

An excellent summary and bibliography of the variational principles in fluid mechanie: 
is given in SERRIN’s [2] article in the Encyclopedia of Physics and therefore I think there is n« 
point in repeating them here. For completeness it may be worthwhile to mention here besides [ | 
two papers that appeared after the publication of Serrın’s article: theinvestigation by DRoBo! 
and RyBarskt [3] of the part played by the group of infinitesimal transformations of the field! 
of density and velocity, called ”hydrodynamical variations‘“, in variational principles of hydro 
mechanics, and the paper by Kusnersov [4] giving a proof of the applicability of BATEMAN’ 
second variational principle in the case of steady flow with discontinuities in an n-dimensiona 
space. 4 

Unsteady supersonic flows described by hyperbolic partial differential equations will b 
considered here and in this case, to the authors knowledge, there is no exact proof of the existene 
of an extremum of the variational problem, and the validity of the solution is judged by com 
paring them with other known solutions. In these problems the domain of integration is limite« 
but the boundaries may not be known without solving the problem. 

Some of the pioneering investigations perhaps not so widely known carried out in the l 
couple of years at the Massachusetts Institute of Technology by ZARTARIAN, Hsu and AsuıLEY [ 
Kenner's [6] work on blunt bodies and Stuiver’s [7] work: on the propagation of plane and sphe 


*) Auf Einladung der Tagungsleitung gehaltener Hauptvortrag. iD y 
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naar 


cate the possibilities and difficulties of the application 


of variational methods to the solution of supersonic flow problems. 


2. Batemans variational principle 
The following BATEMAN’s [8] variational equ 


ation for a non-viscous barotropic gas will be 
used: 
(1) öI=öf/LavVd=0, 
where x 
od 1) u | 

2 PR; — ke — 1? a 
0) L=-egteatzel+tio,  P-w+u@ ru, 
the velocity components are given by: : 

0» oß od oß 08 oß 
3 = — er: = — En = — de 
6) © ra 7% . ae: 2: LE 


and the pressure is: 


(4) p=ef(o— fo). 


The above expression satisfying the gas dynamics equations is valid when the quantities 
®, a, ß, oe vary in such a way that the variations of ® and ß vanish on a boundary of theregion 
of integration V wherever particles of fluid cross the boundary. 

Taking the variation of the above integral relative to o, ®, a, ß in the case of non steady 
flow in the interval of time , — i, and making use of the gas dynamic equations for arbitrary 
boundary conditions, BATEMAn’s variational equation becomes 


(5) affn, dV dt —[f (086) dv vn N (o« opdv|' = 


In the case of irrotational flow, — since the integrand of the first integral is the negative 
of the pressure, if at time f, the flow is known everywhere, or the disturbed volume is zero and 
the boundary condition at the surface remains unaltered while dp = 0 at the outer wave, — the 
variational equation becomes 


[A we 
öf fpavaı dr 20: 
(6) S a1 p | Fe [o dpl.=ı 


where 9 is the velocity potential. a 
For isentropic flow we have for a coordinate system fixed to the fluid at rest at infinity 
(y= c,/c = 1,4 for air) | 


' y L 
' —1, 1 vi 
BE l En (Mi Bu > grad - grad n) er 


1 


—1 1 +1 E 
(7 ze fest u +7 gradp-gradg)] 
0 Ar 2 
h Ds : 
a —=y—. 
E; gr 


To permit analytical integration the binomial expansion of these power series is used i.e.: 
“ ® . ıl 


we ee 


$ 1 2—y1 Bade eg 
Int grad grad) +” nt zeradg gcafi 9) re 


| Note that in the considered cases the region of integration is limited. 


K} 


3. Simple examples of isentropie flow ealeulated by the variational method 


BER i i tter approximations, 
ae the Rrrz-KAntorowıcH method used in [7] gives probably be 
x the re procedure, of expressing the velocity potential 9 by a suitable series, 
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satisfying Ihe boundary conditions, with undetermined constant coefficients and solving for them 
the variational equation, is used. 
| “ 
One dimensional problems 

Consider the simplest'one dimensional case of a piston receeding with a conslant veloeity »,. 
As is well known no compression waves appear in this case and the outer wave has a velocity 
equal to the speed of sound, w, = a,. The flow field in this case is conical and flow parameters 
are constant along the characteristies z/l = const. 

The following boundary conditions for this case are non-homogeneous: 


(9) at the piston: = u,=b, I, = D,; 
at the outer wave: z=a,l, 9=0, =. 
For convenience the following conical variable is introduced 
au I—xT 
(10). 
The assumed series for the velocity potential is 
p 1v 2 cosnnzd—1 
(11) a Ian ta + (an ta) I An (erh 


where the first term is the non homogeneous part satisfying the given boundary condilions and 
Ihe second term, the homogenous part is the supplement satisfying in ”N-means“ the field 
equation. 

Substituting the assumed potential in the non-linear variational equation (6), expanding 
the appropriate terms in binomial series and retaining a limited amount of terms, and taking 
variations consecutively for different A,„'s a set of non-linear equations for deltermining the 
eonstants A, is obtained. These equations can be solved, with the required degree of accuracy, 
using for instance the iteration method. 

The pressure on the face of the piston for the above case calculated using the variational 
method is compared with the exact theoretical result on fig. 1. It can be seen that even for 
N = la very good agreement is obtained; this is because the non-homogeneous part was chosen 
close to the exact solution. 

In the case of the piston moving with a velocity varying with time a more general homo- 
geneous part is used e. g. 


10,0 N cosnn ö&—1\ 7/1 \m—ı 
12 u asl—x — (aotl—:,) )' 3) Au res = 
( ) Ay 2 Ax ( De ( 2 er! 32 nz l, 1 
10 


1.0 
NZ 2TERMS IN BINOMIAL /EXP Y 
S ze 
FR EXACT ß \ 0,95 
0,6 
kei 0,90 
P= 
0,85 
0,80 
0,75 
DINO = 2 1402 7 
mr 0.4 0,5 0,70 
j TrE u : 


*. 


nz 
gr 


BE a a 3 a Dal 


INNERER ANCGIESELHUNG 


\ 


RUN N 


NEUEN TIEREN ER NID UNTER 


Lo 
LEE NEL, 


D. Strömungsmechanik T 137 
ee en u 2 0 el 
Fig. 2 shows the results ofa numerical caleulation for the case v, = — 0,2 a, !/t, and the agree- 


ment obtained for 3 terms appears very good. 


Two-dimensional axisymmetric flow problems 


Two-dimensional flows can be treated in a similar way as in the one dimensional case. 
If we consider the case of a circular cylinder of radius R, which at time t = 0 .. collapsing 
with uniform velocity D,, this case is equivalent, according to the piston analogy to a semi- 
re eircular eylinder terminated by a cone of semi-apex angle ö = v,/[v» 1, as shown on 
ıg 

In this case it seems appropriate to take for the potential the following expression: 

EN lo, cosonö—1 X I \ın—ı 

13) = last (R,— Ro] + N ED 3 Alm) 


lvx 


n=1 


cos2nC—1 iq 
Are x» «(1;)" +] 
where 
ax t—(r— R,) 
ati —(R,—R,)' 


© = 0 at the outer wave and? = 1 at the circular piston. It should be noted that as in this case, 
physically the flow at the cone apex has a singularity the flow calculated by the variational 
method using (13) close to x = 1 gives a large error. 

An example of a numerical calculation made for v,[au = — 0,2 and hence Ry/ax li; = M «6 
= 0,2 is shown on Fig. 3. 

To avoid this singularity and have a better comparison an example of a semi infinite 
cylinder with a special type of body shape for which NıkouskY [9] has obtained exact numerical 
conical flow solutions in the hodograph plane, has been worked out. 

/ This body shape for M& = 5 has been approximated by the algebraic equation 


(da) Ra) = 0,1055 ı a 0,334 (7) = 0,527 ao, h en 331(,, ) | 
be 2 
The eircular piston velocity is then 2, = — 0,352 a (!ts.) 


Results of calculations made using (13) for 9 are given on fig. 4 and as can be seen with 
3 terms very good agreement is obtained for x/l < 0,8. Above this value the agreement becomes 
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worse, this is due to the breakdown of the NIKOLSKY solution at x/! = 1 and to the poorer analy- 
‚tical (14a) expression for its shape as x/l gets closer to l. 
So far we have considered the case of expansion flows vd, < 0. For cases when 9, >0 

the shock veloeity may become substantially greater than the speed of sound and the particle 
veloeity behind the shock is not negligible. 
These changes can be easily taken into account as the particle velocities before and after 

the shock are related by the well known RANKINE-HUGONIOT conditions. i 
The case of a eircular cone in axisymmetric flow, for which exact solutions are known may 

be chosen as an example. ; 
A suitable expression for the veloeity potential is: 


e»__ 1% 5 Rn a TEE 
7 rt RDE+ WR) Aka ai)" 
(14) where ; 
Pr vy,t—r 
C Fe Dy 1 — R, 5 


Note that in this case for€ = Di. e, at the outer wave 
Pr = A, A = 0 . 


The coeffieients A, are determined using the Rırz procedure and v, is obtained from the | 
RANKINE-HuconIor condition which for the case of weak normal shocks can be taken as: 


(15) EHE (1-27 A). 


It is known from experience that for M» 6 < 0,5 the shock velocity can still be taken 
as equal to sound velocity. On fig. 5 results of caleulations on a eircular cone using different 
. methods are shown and the agreement of the variational method using 2 terms with the exact 
theory is excellent. 


As a final example of axisymmetrie flow the case of the parabolic ogive of revolution 


0,2 1![x 1 x2\2 
Balz al | 


whose equivalent circular piston is 


u 11 l 
R,() = 0,2 1,1177): Lara 


t, Do 
are given on fig. 6. The assumed veloeity potential in this case is 
ae) TH DER 
Den" [ao E— Rd] + [ax E— R,(l)] B Ann — Aigle nz : 
n=-1lm=1 n n Er 1 


To obtain good agreement at the rear portion a large number of terms must be taken 


This is due to the logarithmie singularity at tl j 
i ; S at the rear ; i : 
a corresponding inte Re point and could be remedied by including 


Elliptic cone 
The elliptic co-eecentrie cone with semi maj i i 
to an elliptice two-dimensional piston N a re Se 
(17) BER 2 
(Cı do 0)? 5E (do k 
is considered as an example of non axi-symmetric flow. 


Bu no geter AN % a re this case kr obtained using the conformal transformation 
-circular cross section into a circle i,e. in the c i 
‚e ase of the ellipse 


(18) BE v-(6+"7”)eosn, = (65% )sinn, I=r, 5 
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4,0 
x VARIATIONAL WITH 
. SHOCK INCLUDED $ 6 
P-P LOGARITHMIC 
Au INFINITY —| 
4? 4 
3,0 
Dist-Theory 0 
(TR 1194 ) 
VARIATIONAL 3 
2,0 
24 
1,0 
2,0 027 I Md=02 
Rix)= ILL SAN 
(= ae f; 7") PaRABOLIC oGIvE 
„F ig. 6 
where 
PD ae 
(19) „= oya—d, 
The radius of the corresponding circle in the £, n plane is: 
- Der 
(20) Rd) = (+). 


It should be noted that, any circle of radius & > R, is the transform of an ellipse of smaller 
eccentrieity in the y— z plane. The eccentricity decreases as £, increases relative to R,. 

As van Dyee [10] has shown, the outer wave in the physical-plane is eircular, to second 
order for c, M„ < 1, hence in the transformed plane the outer wave is also circular and of the 
same radius. 

The variational principle in the transformed plane becomes taking into account the co- 
ordinate transformation, 


rn of 9 I 
| Us %y, 2, ) 
01) | = 2 ande dr 
Rn, 6 
AyTı 2 ; 1 M 
Nize rt y,2, 
es 1— öD dnd. 
ae, En 


Ru) 0 


- The boundary condition in the transformed plane is: 
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Considering the boundary and symmetry conditions it can be assumed that: 1; 
„ 28 N en ir+1 N le 

ET 7 Um ! I Hl A,+ A,nmsin®mnl, 

ec [ao r — R,(t)] > + p2 ae “ 2 
(24) where 

h A T—E 
a0 T— Rult) 


ER ici i ‚he Rırz procedure. 
The coefficients A„m are determined from (21) by the EN 
The pressure coefficients on the surface of the ellipse are obtained from the relation: 


Pre 
= P—-P» eh. ass | — ta (Stan 0). 
2% = 1/1 {0 1 2 7] an 
Sa Po» ( A ) -1 


2 


The results of caleulations carried out for an elliptical cone with calcı = 2/3 and c, Ma = 0,24 
using only two A„m coefficients are compared on fig. 7 with van Dyke’s [10] second order theory 


and show good agreement. ? 
Z F 
Vo | 

Ma» x 


VARIATIONAL 
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0,08 


j Fig. 7 


ZARTARIAN has used this procedure to calculate the pressure distribution for various cross 


; ; k ’ x : 
sections generated from a circle using various terms of the transformation € + Pr —, and obtained 
‘results comparing very favourably with other known solutions. a‘ 


Body axis 


Vrxte-z,(t) 


Fig. 8 
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The eircular cone at a very small angle of attack is 
3-dimensional flow (fig. 8). Introdueing a set of pol 
piston in the z-direction 


a good example of a simple case of 
ar coordinates moving wilh the circular 


Br a — z— zul 
(26) r=/P+l2—z0R, hl er —_ 
and assuming for simplicity that the outer wave is eircular wilh O’ as center the varialional 


equation must be written using r, 0, r as variables and using a form of velocity potential p 
salisfying the boundary condition: . 


Tl 


dR 
'=- I) +wsun0=v,-+wsinO, 
dr 
(27) where 
dz,(t) 
w 77 m U 


The results of calculations made using only two terms for the asymmetric part of the so- 
ution obtained are within 3% of Koran’s exact results whereas the linearised theory gives a 
‚»% approximation. 


4. Variational principle for the ease of a general flow 


In the general case of an unsteady three-dimensional rotational flow the following variational 
principle was deduced by Kenner [6]. As there is no velocity potential in this case three particle 
functions are necessary to describe the particle paths: 


(28) Yılz, 4,20, » Yılz, y, 2, D), Yalz, Y, 2, D. 
$ The intersection of the three hypersurfaces described by the parlicle functions define the 
particle paths. 
For any particle, the particle functions must be constant hence: 
I a ONE, 
(29) —-=(, where Da +4-V. 
From (29) the velocity is: 


5 


0 0 
-7 WFT W-EW@yXVy 


(7) 
vyWyxV yo) 
The equation of continuity has the usual form 


| 0) a 
(31) / ytrred=b, 


(30) ge 


if the density is defined Ei follows:. 
(32) e=V/y-WyxVy). 


To derive a workable variational principle without previously assuming the existence of | 
BERNOULLI’s equation Kenner [12] has proved that the appropriate Lagrangian is: 


2 
(33) L=P+ Er, P = P(e, Yu Ya Ya) » 


E where the pressurelike quantity P, using Ihe equation of momentum and the equations of motion 
_ can be shown to be given by: 


2 > 


& (34) AERER =yp. 
E Integration with respect to space and time yields 
E- | LION Br - 
a Far C LE(91 Yo Y ) ’ 
Te pen |73gde + 0 + ek wmrn 


where co and Ey, Yy Br are integration functions C(l) = 0 if the upstream flow is steady. 
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For the case of general boundary conditions the variational equation Is: 


M 
(35) | [rav dt—ölr =0 
Pl ; 


with 


Iı 

2 ug -_. - -—- > 

(36) ölr= Ij I a3 a) YyxVvy,) HR öy, 
Fe 7 


ar (& = 5) VyaxV/wW)+4.W/wxXVy) (V, | - öy, 


> 2 4 EHRT... 
+ (& nr 3) VYyxV/y) +1 WyıxV 72) (Nu 2 N ÖWps 


= | [51 vi XP yo) Oya + Wax V m) Oyı + Wax yı) öyıl dVIE, 


V 


where s is the surface limiting volume V and V, the velocity at this surface. If there is no fluid 


crossing this boundary (V, — 9) n= 0. 
In the case of three-dimensional steady flow it is necessary to assume that one of the 
functions y, is dependent on time to obtain a non-trivial result, hence: 


(37) y = Yılz, Yı 2), Y = Yılz, Y, 2), Y=Yyll,y, 20). 


From equations (29)—(32) in this case 


> e e 0 
N ER a BA I/m=—3 | 
(38) | Se 
e=-/yx/wW Vu, 09=5 (duxXve- j 
Since e and 07 is independent of time, y, must be linear in time, and Fy, must be inde- | 
pendent of time, # 
(39) - Yalz, y,z, 0) = ya, 2) + Gl. 
Without loss of generality C, can be taken equal 1, and it can be easily deduced that 
’ s 2 3 
a) P=p+%, L=P4+S=p+e®, 


the Laorascian becomes identical to one of BATEMAN’S-SKOBELKIN [12] expressions. 
The case of a sphere in steady flow has been calculated by the variational method, assuming 
constant density behind the shock. \ 
Instead of the barotropie assumption the BERNOULLI constant density equation relates 
‚pressure and density: 


(41 Des Bien 
(41) Dr 2 DE 
4 
Without loss of generality taking Oy,/t=1, d-yy = —1 the variational equation 
becomes \ 
(42) of +eMAdAV— föy (dx Vy)-ndSs— [öy,(d x Py)-nds=0. 


Transforming into spherical coordinates (r, 0, 9) since the flow is steady and axisymmetric, 
only one particle function say y, = y(r, 0) to describe the flow the other can be chosen e. B- 
Y2=0, y = ylr, 0) + l and subsequently determined by y. 
j In this case BERNOVLLI’s equation becomes 


43 ; Ei Bi Di h 
a Be + =) 
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Ä Assuming that the shock surface is spherical of radius R,=R, (1 +8) and using the 
RANKINE-HUGONIOT conditions across the schock 


v7, = Vo sind, vr, =V.kcosd, 
F a} 
(14) E 


ge k, Pr = Po + ovs (1 —k) cos. 


The veloeity and pressure immediately behind the shock are then 
(45) ie =y,+ 2, = Vo [1 — (1 — RR) cos? 0], 
PZ 0% v% (1 —k) cos? 0. 


Noting that for the undisturbed flow the stream function is 
- 1 
(46) Yv = Dry 0» Ux 13 sin? 0 [7 


and applying the variational equation to a spherical layer bounded by the shock, the body and 
a conical surface 0 = 9, the following stream function was assumed by KENNErT: 


47 — to Vo 1 ins Eur zu ER, 
(47) vr, 0) = EST& Rösin 0A) + As) + Al) |. 


The constants A, and A, can be found from conditions at the Wody and the shock-wave: 
On the body r = R, y = 0 on the shock wave 


r=R(i+o, Yy=m=5 000 Ri + gPsin 0. 


The unknown constant A, can be obtained from the variational equation, which yields the 
following relation between A, and e: 


1 _(—hR 
I 5Ak(l+e)%’ 
the other relation is obtained by comparing the tangential momenta on both sides of the shock- 
wave 
2 ı — 1] —k[2(1 3+1 
a) 1,2 + -U—kBA ++] 


Die 5 
From these last two equations a relation between e and K is obtained 

(49) 21 —6k)(l—k) 1+9—51 44h ++ —N=0. 
This result is in agreement with the one obtained by Licuruuuu [13]. 


/ 5. Conelusions 

A few examples of supersonic flow caleulations in simple cases using the variational method 
have been obtained. The results compare favorably wilh the ones calculaled by other usual 
methods and for some range of the hypersonic similarity parameter 0,2 < M,6ö= 0,8 where 
the non-linear effects become pronounced the variationalmethodmay be the most appropriate one. 

The succes of the application of this method depends on the choice of the assumed function, 
and unless the non-homogenous part is close to the actual solutions the calculalions become very 

“involved and lengthy. Known linearised or other approximate solutions may serve as guides 

to the choice of the velocity potential or stream function expressions. Sur 

In the actual calculations accurate integration techniques for the determination of the 
integrals must be used since the matrices associated with the simultancous equations for the 
unknown coefficients are not always well conditioned. 

Undoubtedly the use of high-speed computers would be valuable, for practical purposes, 
as the procedure can be highly systematised. Fa Be 

So far there is no proof for the extremum at supersonic speeds nor a method of eslimaling 
the approximation obtained and hence there is no theorelical way of choosing the ee 
varialional equalion for the flow considered. Some research into formulating the equalions “ 
choosing the assumed functions so as to suit Lhem best to digital computations would also be 


most valuable. 


i j t scientists of 
t may be appropriate here to recollect the conjecture of one of the greates { 
our End J. no Euren; noled by Eckart [1] that the diffieulty of solving the hydrodynamic 
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equations arises, not from their non-Jinear character but from the lack of a variational principle, 
and perhaps to add to it that the application of varialional methods to solve praclical supersonic 
flow problems may be as fruitful as this method has been in other fields of mechanics but much 
more research into this field is needed by people interested in applied mathematics and me- 
chanics. 

To end I would like to express my gralitude to prof. Hort AsuuLey and Mr. GARABED 
ZARTARTAN for having given me the opportunity to be connected with this research at its early 
stage of development which led to some’of the results given above, and for making available the 
open publications of the work carried out at the Massachusette Institute of Technology Fluid 
Dynamic Research Laboratory in the application of variational methods to supersonic flow 


problems. 
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Die strenge Lösung für die Ergiebigkeit 
' eines vollkommenen Brunnens 


Von G. Heinrich 


Das alte Problem, die sekundliche Wasserlieferung eines vollkommenen Brunnens mil 
rotalionssymmetrischem, stationär durchflossenem Grundwasserträger zu ermitteln, wurde 
bisher nur unter Verwendung von Näherungsannahmen analytisch behandelt. Der erste rech- 
nerische Ansatz ist etwa 100 Jahre alt und stammt bekanntlich von Durvır. Er macht die 
Näherung, daß die Standrohrspiegelhöhen in allen vertikal übereinanderliegenden Punkten gleich 
groß sind, was, besonders in der Nähe des Brunnenrandes, gewiß nicht zutrifft. Man hat sich 
später oft bemüht, die aus diesem Ansatz entwickelte Durvıtsche Formel für die Ergiebigkeit 
zu verbessern. 

‚ Es wird gezeigt, daß sich auf ziemlich einfachem Weg eine streng gültige Formel für die 
Ergiebigkeit gewinnen läßt, die überraschenderweise mit der alten Durvitschen Formel über- 
einstimmt. 

N Zur Aufklärung dieses Sachverhaltes kann zunächst bewiesen werden, daß es bei einem 
anisotropen Grundwasserträger, der in radialer Richtung eine andere Durchlässigkeit besitzt 
als in vertikaler, für die Ergiebigkeit nur auf die radiale Durchlässigkeit ankommt Geht man 
nun bei gleichbleibender radialer Durchlässigkeit mit der vertikalen Durchlässigkeit über alle 
Grenzen, dann sind für diesen extrem anisotropen Fall die Dururrschen Näherungsannahmen 
streng erfüllt. Daher liefert die Dururtsche Formel auch den richtigen Wert für die Ergiebigkeit 

Eine ausführliche Arbeit erscheint demnächst im Ingenieur-Archiv. “ 
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Lüftungsprobleme bei Straßentunneln 


Von G. Heisrıch und K. DEsoyYER 

Für die Querlüftung 
die Drücke in den Frisch] 
hergeleitet. Für 


eines Straßentunnels wurde 
uft- und Abluftk 
den Fall, daß alle Kan 
querschnitt Platz finden müssen, wie die 
zutrifft, wurde die l’rage erörtert, wie 


kanälen geführt werden müssen, damit der gesamte Leislungsbedarf der Kanäle möglichst klein 
wird. Dies führt auf ein Variationsproblem. Die Ergebnisse für eine danach ausgeführte Lüftungs- 
anlage (Dürnsteintunnel in der Wachau) wurden in Schaubildern dargestellt. Die Berechnung 
der Druckverteilungen in den [rischluftkanälen wurde mit Meßwerten verglichen, die am Dürn- 
steintunnel gewonnen wurden. Im wesentlichen stimmen die gemessenen Werte mit den gerech- 
neten überein. Geringe Abweichungen können durch ein Anwachsen der Rohrreibungsziffer in 
Strömungsrichlung, bedingt durch Grenzschichtstörungen zufolge der Ausbläser, erklärt werden. 
Ein theoretischer Ansatz für dieses Anwachsen führt auf eine Druckverteilung, die praktisch 
mit der gemessenen übereinstimmt. Der Leistungsbedarf der ausgeführten Lüftungsanlage 
wurde mit dem verglichen, der sich bei der üblichen geradlinigen Führung der Trennwände ergeben 
hätte. Die erzielte Einsparung ist befriedigend. 

Ein ausführlicher Bericht soll demnächst in der Österr. 


n zunächst die Differenti 
anälen bei beliebigen Que 
äle in einem vorgegebene 
s beim Einbau über der Zw 
die Trennwände zwische 


algleichungen für 
rschnittsverleilungen kurz 
n gleichbleibenden Gesamt- 
ischendecke einer Tunnelröhre 
n den Frischluft- und Abluft- 


Ingenieur-Zeitschrift erscheinen. 
Anschriften: Dr. G. Heinrich, Wi 


en VII, Burggasse 84 
Dr.K. Desoyzr, 


Technische Hochschule, Wien IV, Karlsplatz 13 


2 Berechnung von Stoßwellen in linearen Pinchentladungen 


Von A. KoLer*) 


An ein zylindrisches Rohr, das mit Wasserstoff bzw. 
0,3 Torr bis 3 Torr gefüllt ist, wird plötzlich eine Spannung von 15 kV angelegt 1. Dadurch 
wird eine Gasentladung mit großer Stromanstiegsgeschwindigkeit (10%— 1012 A/sec) gezündet, die 


einen Skineffekt zur Folge hat, durch den die Entladung im Anfangsstadium an die Wand gedrängt 
_ wird. Mit den hohen Stromstärken 


(etwa 100 KA) ist ein starkes . Stoßwelle im Wasserstoff (kleine Anlage) 
Magnetfeld verbunden, das auf 

die Ladungsträger die sogenannte 
Lorzxtzkraft ausübt, die radial zur PR] 
Gefäßachse hin gerichtet ist. Das 15000 
stromführende Gas wird daher zur PR 
Mitte getrieben. Man nennt diese 
Erscheinung den Pincheffekt‘/ Die 
resultierende radiale Strömung 10000 
führt bald zu einer zylindrischen 
‚Stoßwelle, die von einer äußeren 
Kraft getrieben wird. Diese Stoß- 
‚welle ist der Gegenstand der fol- 5000 
genden Ausführungen. 

Die Geschwindigkeiten der 

_ einlaufenden Welle wurden, in Ab- 
_ hängigkeit vom Anfangsdruck, in 047 RATTE EN Ba a mer 
_ unserem Laboratorium von Herrn R 
 Morrschmann aus Trommelkamera- m Are 
aufnahmen an zwei verschiedenen 

jen, einer kleinen und einer i Paigeia 
En Anlage, gemessen. Da außerdem die Werte vor der Stoßfront, Oo Por Tu RE 
und Temperatur des ruhenden Gases) bekannt sind, kann man die Werte [20 Pi \ u \ a 
‚der Stoßfront ermitteln, wo v, die Geschwindigkeit des nachströmenden Gases a ie a S = 
eschwindigkeiten entsprechen den MacH-Zahlen 15—115. Das bedeutet, da man 
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Stoßwellenformeln für konstantesx = c,/c, benutzen kann. Die RANKINE-TuGorIoT-Beziehungen 
wurden daher in der Form 


vr 2 
(1) 01 dı = Po Vo» pP tav=po + 00» Stmezes 


angesetzt, in der die Enthalpie noch nicht eliminiert wurde. Für die Enthalpie standen Tabellen 
von BURHORN und WIENECKE [2] zur Verfügung. Für die kleine Anlage zeigen die Bilder 1 und 2 
den Verlauf der Temperatur und Dichte unmittelbar nach der Stoßfront in Abhängigkeit vom 
Anfangsdruck. In jenen Tempe- 

Stowelle im Wasserstoff (kleine Anlage) ralurgebieten, in denen die H;- 

a TER a et? Moleküle dissoziieren bzw. die 15 
Fre? Fra enge er Atome jionisiert werden, ist die 
Dichteerhöhung sehr groß, und die 


2 eı _xel Temperatur steigt mit abnehmen- 
18 x dem Anfangsdruck nur langsam an. 
Das entspricht hohen spezifischen 
16 Wärmen und einem kleinen cy/C,. 


In der großen Anlage steigen die 
Temperaturen nach der Stoßfront 

bis auf 240 000 °K. 
Die Nachströmung des Gases 
hinter der Stoßfront wurde durch 
tonisationsgebiet Dissozlafionsgebiet eine numerische Lösung der Glei- 
chungen für die instationäre Faden- 
0? 2345 m! 2 345 n° 2 345 [fer] strömung [3] auf dem Siemens- 
—>p Digitalrechner 2002 untersucht. Zur 
Bud 2 Vereinfachung wurden konstante 
spezifische Wärmen angenommen. 
Man kann daher keine numerische Übereinstimmung mit dem Experiment erwarten, wohl aber 
eine Analyse der Verhältnisse. Die r-t-Ebene zerfällt in zwei Gebiete: I. das Gebiet ruhenden 
Gases, II. das Gebiet der Nachströmung. In II gelten die Evuerschen Gleichungen für die 

zylindrische Strömung: 
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An der Grenze zwischen I und II gelten die Stoßwellengleichungen als innere Randbedin- 
sungen, am Gefäßrand die äußeren Randbedingungen v = 0, grad p = 0, 
geschlossenes Gefäß handelt, wäre es zweckmäßiger, die LAGrANgEschen Gleichungen zu benutzen 
bei denen die Konstanz der Gesamtmasse gewährleistet ist. Ein solches Programm läuft zur Zeit. 

Bild 3 zeigt den zeitlichen Verlauf der Temperatur im einwärtsströmenden Gas. Die Kurven 
sind in die dritte Dimension aufgeklappt zu denken. Bild 4 zeigt den Verlauf der numerisch 
errechneten Stoßwellenfront im Vergleich zu dem aus der Theorie von GUDERLEY [4] folgenden. 
Die gute Übereinstimmung überrascht, da ja GuperueY die kräftefreie Stoßwelle behandelt, 
während hier eine äußere Kraft mitwirkt. Ein Vergleich der wirkenden Kräfte ergab jedoch, 
daß die LorENTZ-Kraft nur am Rande des Gefäßes, also im Anfangsstadium der Entladung, ihre 
wesentliche Wirkung ausübt und später vernachlässigbar klein wird im Vergleich zu den rein 
gasdynamischen Kräften. Dieses Ergebnis der Rechnung fand seine Bestätigung durch verschiedene 
experimentelle Beobachtungen in unserem Laboratorium. n 


Da es sich um ein 
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Die Potentialströmung mit Totwasser an einer geknickten Wand 


Von K. KRAEMER*) 


Ausgehend von der gewöhnlichen, totwasserfreien Potentialströmung an einer konkaven 
oder konvexen Ecke, wird eine bereits früher von JAFF& [1] behandelte Strömung berechnet, die 
in der Umgebung des Wandknicks durch eine „freie Stromlinie‘, sonst aber nur durch die beider- 
seits unendlich lange Wand begrenzt ist. Jenseits der freien Stromlinie befindet sich ein ruhendes 
„lotwasser“, vgl. Bild 1 bis 3, Diese Strömung ist eindeutig bestimmt, wenn folgende drei 
Parameter vorgegeben sind: 


“ _ a 
Bild 1. n Bild 2. Bild 3. 
Totwasser an der konkaven Ecke, Totwasser an der konvexen Ecke, Spiegelung an der freien Stromlinie, 
schematisch schematisch schematisch 


! 
1. Der Knickwinkel/ß der Wand (# > 0 für konkave Ecken), 
2. Die Geschwindigkeit auf der freien Stromlinie wr, 
3. Der Abstand a des Ablösepunktes vom Wandknick. 


Der Zusammenhang zwischen dem Ort im Strömungsfeld 35 und der zugehörigen (konjugiert 
komplexen) Geschwindigkeit iv ist gegeben durch: 
il aTE: 
ee 
3. (wm) = 2| n Wr A n w/ 
i i ögli N indigkeitsverteilung längs der Wand 
e Gleichung ermöglicht die Berechnung der Geschwindigkeitsver I 
(id in, inzs der er a Strömung senkrecht durchdrungenen Winkelhalbierenden der Ecke 
(n= w. eifl2), sowie der Form der freien Stromlinie (w = const = wy) und der Isotachen 


= Sie läßt sich jedoch nicht geschlossen nach 10(3) auflösen. 
2 1 Fall der konkaven Ecke (ß > 0) wird die Strömung durch das Totwasser von der Wand 


‚abgedrängt. Das Totwasser füllt die Ecke aus. Im Fall der konvexen Ecke (ß < 0) muß die Ecke 


i ise itten‘“ ich das Totwasser bilden soll. 
i metrischer Weise „abgeschnitten werden, wenn sich 'otwas 
den Fällen hat bei gleichem Betrage des Knickwinkels die freie Stromlinie die gleiche Form, 
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Beide Strömungen können als analytische Fortselzung aneinander angeschlossen werden. ‚Die 
Fortsetzung ist eine „Spiegelung“ an der freien Stromlinie. Die freie ‚Stromlinie hat keinen 
Wendepunkt. Aus diesem Grund ist es nicht. möglich, eine „Ablöseblase”, wie sie an konvexen 
Ecken experimentell beobachtet wird, durch ein potentialtheoretisches Totwassergebiel dar- 
zustellen. : 

Durch geeignete Wahl des Längenmaßstabes gelingt es in der Umgebung des Ablösepunktes 
den Einfluß des Knickwinkels zu eliminieren, so daß eine lokale Betrachtung von allgemeiner 
Bedeutung möglich ist. Es sind zwei Typen von Strömungsablösungen zu unterscheiden. ‚Die 
Ablösung wird entweder durch einen aufgeprägten Druckanstieg oder durch Aufhören der Wand 
erzwungen. Die freie Stromlinie entspringt aus der Wand mit stetiger Tangente, aber mit einem 
unendlich großen Krümmungssprung. Die Geschwindigkeitsverteilung an der Wand hat daher 


im Ablösepunkt eine vertikale Tangente und geht anschließend mit einem Knick in den kon- , 


stanten Wert längs der freien Stromlinie über. Die Bezugslänge, die zur Normierung des Längen- 
maßstabes benutzt wird, hängt von den Parametern ab, die die Strömung im großen bestimmen. 


Kleine symmetrische Totwassergebiete an der Rückseite endlich ausgedehnter Profile, die 


einen Grenzfall der von Kouscher [2] berechneten endlichen Totwassergebiete darstellen, Können 
näherungsweise mit Hilfe des Fotwassers an der konkaven Ecke behandelt werden. Knickwinkel 8 
ist dabei der halbe Hinterkantenwinkel des Profils. Ilierbei ergibt sich der Totwasserdruck als 
Funktion der Lage der Ablösestelle. 

Die ausführliche Fassung der Arbeit erscheint demnächst im Ingenieur-Archiv. 
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Die Wirkungsweise eines einfachen Modells zur Darstellung 
des Blutkreislaufes bei funktionsuntüchtigen Herzklappen 


Von O. MAHRENHOLTZ*) 


1. Einleitung 


Das menschliche Herz kann bezüglich seiner Förderwirkung mit einer Kolbenpumpe 
verglichen werden; Zylinder mit Kolben entspricht dabei der (den) Herzkammer(n), die Funktion 
der Pumpenventile wird von den Herzklappen übernommen. Auf Grund dieses Vergleiches liegt 
der Schluß nahe, daß bei funktionsuntüchtigen Herzklappen (Ventilen) der Blutkreislauf zum 
Erliegen kommt (vgl. z.B. [1]). Klinische Beobachtung zeigt jedoch, daß der Blutkreislauf 
dann durchaus noch arbeitsfähig sein kann. Der Internist G. LigsAu hat nach physikalischen 
Erklärungen dieses Phänomens gesucht und dazu mehrere einfache modellmäßige Nachbildungen 
des Blutkreislaufes gebaut [2], [3]. Diese Modelle, die keine mechanischen Ventile besitzen, 
haben bei pulsierendem Pumporgan eine eindeutige Förderwirkung. 

Lierau schreibt beim Blutkreislauf folgenden Faktoren die Kompensation von Herz- 
klappenfehlern zu: 


a) Impulsive Kontraktion der Kammer (Systole), langsamere Expansion (Diastole). 
b) Unterschiedliche Blutmengen beiderseits des Herzens; die größere Blutmenge befindet sich 
stets in der Zuflußseite (Venen), die geringere Blutmenge in. der Abflußseite (Arterien). 


c) Querschniltsunterschiede der Herzöffnungen und der Zu- und Abflußbahnen. 
d) Elastizitätsunterschiede zwischen Venen und Arterien. 


Das in [2] beschriebene Modell berücksichtigt alle vier Punkte, das Modell nach [3], das starre 
Rohre hat, die ersten drei Punkte. Das Modell nach [3] wird untersucht. 
2. Versuche 


Bild 1 zeigt schematisch die Versuchseinrichtung. Rohr 12 (BD) entspricht dem großen 
Blutkreislauf, Rohr 13 (CE) mit Zylinder 16 und Kolben 6 entspricht der Herzkammer und der 


Topf 14 stellt topologisch die Herzvorkammer dar. Man findet bei D und E Querschnittsunter- 


schiede der Leitungen (Punkt c)) und in der rechten Modellhälfte die größere Flüssigkeits- 


*) Lehrstuhl für Mochanik dor Technischen Hochschule Hannover. | i 
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menge (Punkt b)). Der Antrieb (Ziffern 1 bis 6 von Bild 1) ist im Hub H, in der (für jeden 
Versuch konstanten) Drehzahl n = 1/T und im geometrischen Verhältnis rja verstellbar. Dem 
Verhältnis r/a.ist die relative Systolendauer 1,/T zugeordnet. Für a >, also rja = ist die 
Kolbenbewegung rein harmonisch, d.h. LT = 1/2, für rfa > 0 wird ,< T]2 (Punkt a)). 


Die Rohre sind aus Glas, 

als Versuchsflüssigkeit diente 
Wasser. Die Strömung wurde 
durch im Wasser schwebende 
Schwimmkörper aus Polyäthylen 
(Spezialanfertigung der BASF) 
direkt sichtbar gemacht. Der 
Pfeil in Rohr 12 gibt die Strö- 
mungsrichtungan. DieSchwimm- 
körper wurden beim Passieren 

der Meßstrecke (Pos. 200-270mm 

der Meßskala 11) mittels einer 
schnellaufenden 16 mm-Schmal- 
filmkamera (bis 70 Bilder/sec) 

g fotografiert. Jede Filmaufnahme 
. enthält zusätzlich die jeweilige 
Kolbenstellung (Zeiger 7) und 

eine Zeitmarke (Uhr 10). Die 
exzentrische Lage des Schwimm- 


Proelstand im Topf 


1 Antriebsmotor 

220V= Nebenschluß 
2 Stufenloses Getriebe 

Zero-Mox 

3 Keilriemen 
] + Antriebsscheibe 
|) 5 Schwinge 
6 Kolbenstonge mit Kolben 
7 Zeiger fur Kolbenstellung 
8 vorgesponnte Zugleder 
9 Droht 
10 Synchron motor (Uhr) 


körpers im Rohrquerschnitt 
wurde über eine zusätzliche foto- 
grafische Aufnahme (um 90° 


ı Meßskola r 
12 Langes Rohr AD 
13 Kurzes Rohr A’E 


e ‚gegen die Filmaufnahme ge- In Tosf 
dreht) unter Berücksichtigung „ a a 

5 der Lichtbrechung am Glasrohr r7 Zöhlwerk 

E ermittelt. Mit c als Abstand des 

+ Schwimmkörpers von Rohrmitte 

: und R als Rohrinnenradius gilt 4 9 

; für seine relative Lage im Rohr- 5 B 

E querschnitt FT 

(2.1) e=dR ee 

E ( se<1). Aus den Filmauf- er 

3 nahmen wurde die Schwimm- e rschisouf 

E ne) en Bild 1. Schema der Versuchselnrichtung 

u c D € c< h s [} 

E der Zeit t und der relativen ; 

— ,°  Exzentrizität e als u = ud, e) ermittelt. Jeder Versuch hat als weitere Parameter den Hub 4, 
E die Drehzahl n und das geometrische Verhältnis r/a. 23 E 
4 Die reproduzierbaren/ Messungen ergaben im Versuchsbereich laminare periodische Strö- 
4 mung in den Rohren 12 und 13. Die Strömung wurde für eine Vielzahl von Parametern H, n 
2 und r/a untersucht. 


3, Nachrechnung der Versuche 
chen Strömung einer Nerwroxschen 
Smoxzsschen Gleichungen ergab: 


ückgelegten Wege 


Untersuchung der laminaren periodis 
Flüssigkeit in einem zylindrischen Rohr mittels der NAVIER- 
@.1) 1. Die von den Flüssigkeitsteilchen während einer Periode im Rohr zur 
bilden über den Rohrquerschnitt ein Rotationsparaboloid. 

genblick angenähert das HaAgen-PoIskuILLuesche Rohrreibungsgesetz 
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T 150 D. Strömungsmechanik 
Die Versuche ergaben einen mittleren Korrekturfaktor eu &® — 0,15. Scnuuntz-Grunow [4] { 
erhielt bei der Untersuchung einiger pulsierender lurbulenter Rohrströmungen entsprechende 
Resultate. 

(3.1) erlaubt, aus den Wegmessungen der Schwimmkörper den Volumenstrom zu be- 
stimmen. Mit (3.2) kann die Strömung in den Rohren 12, 13 als Stromfaden behandelt werden. 
Anwendung der Bernovzuischen (Stromfaden-) Gleichung bei instationärer Strömung und der 
Kontinuitätsgleichung führt bei Vernachlässigung der Ein- und Ausströmeffekte bei D und E 
auf eine in ü lineare DGl., die rechnerisch keine Förderung ergibt, das Problem also nicht aus- 
reichend beschreibt. 

Erst durch Hinzunahme quadratischer Effekte bei D und E kann die Förderung beschrie- 
ben werden. Wesentlich ist hierbei folgendes: Beim Ausströmen der Flüssigkeit in den Topf 14 
entstehen an den Mündungen D und E (Borpa-Mündung) Wirbelringe, die ihre Energie dem Druck 
vor der Mündung entnehmen. An der Mündung tritt daher ein Drucksprung 


(3.4) Ap=x* 5 us 


” 


auf (empirische Druckziffer x, Dichte 0). Wie dem Verfasser nachträglich bekannt wurde, kam 
DIcKMANN [5] über eine Wirbelflußbetrachtung an einem periodisch arbeitenden Schubrohr 
(„Stoßpropeller‘‘) zu einem entsprechenden Ansatz. 

Die das Problem beschreibende DGl. ist von der Form 


(3.5) u) + u) [+ 90) + K®= I) =F(E+T). 


/(D und g(l) sind bis auf einige Parameter, die ebenso wie K in der Systole und der Diastole ver- 
schiedene Werte annehmen, vorgegeben; Konstante b > 0. Integration von (3.5) auf elek- 
tronischem Analogrechner (Telefunken RA 463/2). Druckziffer x aus Vergleich von Rechnung 
und Versuch. Bild 2 zeigt Ergebnis in der Form 


u ee 


KH (Renax) —=x (2) 
v 


En Mn 


samen 


(kinematische Zähigkeit »). In Bild 3 ist ein Anlaufvorgang, in Bild 4 ein Förderweg während 
einer Periode nach beendetem Anlaufvorgang dargestellt. Beide Bilder enthalten die zugehörige 
Vergleichsrechnung. 

Übereinstimmend mit dem physiologischen Kreislaufverhalten ergab der Modellversuch, 
daß die Förderung mit Drehzahl (Pulsfrequenz), Hub (Schlagvolumen) und Verkürzung der 
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u 


oH=17, 6mm 

eH =29,8mm 14=0,361 
eH=48,6mm 
oH=11,3mm | 
*H=20,8mm ?na=0,500 
eH=35,3mm 

“H= 19, Imm 7a =0,648 
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12, Verlauf während einer Periode 


Bild 3. Anlaufvorgang der Strömung in Rohr 12 
Bild 4. Ausgebiklete Strömung in Rohr 1 
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Modellversuch ähnliche Ergebnisse erhalten. 


Systolendauer zunimmt. Burke [6] hat bei einem 
(defekten) Blutkreislaufes erlaubt der hier 


Quantitative Rückschlüsse auf das Verhalten des 
beschriebene Modellversuch nicht. 


Literatur 


[1] H. Reis, Einführung in die Physiologie des Menschen, 4. Auflage, Berlin 1941, J. Springer-Verlag, S. 53. 
[2] G. Lıesav, Herzpulsation und Blutbewegung, Z. ges. exp. Med. 125 (1955), S. 482/98. 
[3] G. Liesau, Prinzipien kombiniert hlichen Blutkreislauf, Die 


Naturwissenschaften 42 (1955), 8. 339/40. fi 
[4] F. ScuuLtz-GRUNOW, Pulsierender Durchfluß durch Rohre, Forsch. Ing.-Wes. 11 (1940), S. 170/87. 
[5] H. E. DickMmAnN, Schiffsantrieb mit instationären Vortriebsorganen, Schiff und Hafen 2 (1950), S. 252/65. 


[6] ©. Burke, Einige Messungen an einem starren Modell zur Darstellung des Liebauschen Strömungsprinzips, 
Unveröffentlichte Arbeit, PTB Braunschweig 1961. 


er ventilloser Pumpen, abgeleitet vom mensc 


Anschrift: O. MAIRENHOTLZ, Hannover, Stolzestr. 60 
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Ein neues Grenzschichtverfahren 
Von K. NIcKEL*) 


Laminare zweidimensionale Wandgrenzschicht eines stationär strömenden inkompressiblen 
Mediums der kinematischen: Zähigkeit v. Die x-Koordinate werde längs der Wand, die y-Koor- 
dinate senkrecht dazu gemessen. Die wandparallele Geschwindigkeitskomponente sei u(t, y); 
es sei lim u(z, y) = U(x) die (bekannte) Außengeschwindigkeit. Für die unbekannte Lösung 


yo 
u(z, y) der Pranprıschen Grenzschichtdifferentialgleichung sind beidseitige Schranken (x, y) 
< u(t, y) S w(z, y) gesucht. Die Schrankenfunktionen ®, w werden als „ähnliche Lösungen“ 


Bild 1. Außengeschwindigkelt U(z) und Schranken für uy,(z,0) .‘ 
*) Tochnischo Hochschule Karlsruhe, Inst. f. Angew. Mathematik. 
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oo 
Bild 3. Schranken für die Verdrängungsdicke d* = f f —_ dy 
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7-0 
Bild 2. Schranken für die Grenzschichtprotile «(.r, y) 
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Ua) f'(ylölc), B(x)) angesetzt, wobei f’ wie üblich eine Lösung der FALKNER-SKAN-Differential- 
sleichung /”’ + /f” + Bl —f?) = 0 unter den Randbedingungen /(0) = (0) =0, fo) =1 
3 ve 2 ® j 
bedeutet und et U’ der Ponunavsen-Parameter ist. Für die Grenzschichtdicken ö(%) 
y . Ka ® 
findet man dann zwei gewöhnliche Differentialgleichungen, die man zum Teil explizit lösen, 
zum Teil wenigstens abschätzen kann. Es ergeben sich damit geschlossene Formeln! Für 
die Wandschubspannung gilt zum Beispiel 
SEEN TEE TE 
U(x) = U’(x) -+ 0,09296 DaB < yv u,(@, 0) < = 
f U dt V f ud dt 
0 0 


0,3321 U) 


wenn die Grenzschicht bei x = 0 mit einem Staupunkt oder der Grenzschichtdicke Null beginnt, 
wenn U’(x) > 0 ist und wenn noch eine weitere leicht nachprüfbare Bedingung erfüllt ist. In 
Bild 1 ist diese Formel für eine spezielle Außengeschwindigkeit U(x) ausgewertet, Bild 2 gibt 
einige Grenzschichtprofile mit den dazugehörigen Schranken an, Bild 3 und 4 zeigen Schranken 
für Verdrängung- und Impulsverlustdicke, die man aus den gewonnenen Abschätzungen ableiten 
kann. (Die in diesen Bildern eingezeichnete exakte Lösung wurde nach einem sehr genauen 
Differenzenverfahren berechnet, das von Herrn SCHÖNAUER, Karlsruhe, aufgestellt wurde und 
über das ebenfalls auf der GAMM-Tagung berichtet worden ist.) Die Bestimmung der unteren 
Schranke iw(r, y) wurde soeben im „Ingenieur-Archiv“ veröffentlicht, die Berechnung von 
ıw(x, y) soll demnächst publiziert werden. 


Anschrift: Prof. Dr. K. Nicket, Karlsruhe, Röntgenstraße 4. 


Hodographenmethode für Strömungsfelder mit Singularitäten 
Von- Jan POLASEK 


Bei der Lösung eines strömungstechnischen Problems sind wir auf folgende zweidimensionale 
Aufgabe gestoßen: 

— Die Form der Kurve ABC, die einen Teil der Grenze des Gebietes M (siehe Bild) bildet, 
soll so entworfen werden, daß die Geschwindigkeit W auf dieser einen vorgeschriebenen Verlauf 
hat, Für x = — oo ist die Kanalbreite r/2 und die Geschwindigkeit im gesamten Querschnitt 
gleich 1 und ist parallel zur Achse x. Innerhalb des Strömungsfeldes ist eine Senke von der 
Schluckfähigkeit Q < n/2 angebracht. — 


Zur Lösung dieser Aufgabe sucht man die Funktion z — z(£), die den schlichten Streifen 
0<n<al2 der Ebene Z auf das Gebiet M der Ebene z abbildet. Bei dieser Abbildung soll die 
Gerade n = n/2 in die Kurve ABC übergehen; der Punkt = a (a reell) soll sich auf dem Ursprung 
der Ebene z und der Punkt ,=ß-+iy (0<y<x/2) auf den Punkt 2, in dem die Senke 


E 
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angebracht ist, abbilden. D: ti 
ln Das komplexe Potential 2(z) kann nach der Substitution von z — x(d) 


l 2 2) == EN 1 1 1 . 
= D)= AR = DH YV = I+rg en 51 In sinh (E—£,) _ In sinn (C—£o)| , 


(2) 1-—_ 
* x ge f- Q 
geschrieben werden. 
Die Geschwindigkeit W auf der Kurve ABC, die ei 
i keit W re , die eine Funktion der Bogenlänge ist, ka 
Funktion des Geschwindigkeitspotentials ® und infolge der Gleichung (1) = für —e kr ee 


als Funktion der Verä i ; N ER 
I harkorma nderlichen & angesehen werden. Die komplexe Geschwindigkeit ıw(z) kann 


| 1 1 = 
1—— gcoth (C—L,) —— geothE—L)_ N) — 
8) wie) = w[zld)] = —i Fl) -— a ea le V: le 
a 7 Made 
SER 36) = exp = | aan u an at 
und | 
et. sinh 2 (E— ß) . 

0 on | Imenee, 


geschrieben werden. ' “ 
. Aus den Gleichungen (3) bis (5) bekommt man tatsächlich die vorgeschriebene Geschwindig- 
keit auf der Kurve ABC: 


(6) jw| = Ö ( + 5) - Wi). 
Die Ableitung der Abbildungsfunktion ergibt sich aus der Beziehung 
4 a2 d 
2 7 ae 
(7) w(z) dee 
“ in der Form 


dt Be Te 
| (+MEO: tanz @—e) 
Die Gleichung der Kurve ABC bekommt man durch Integration der Gleichung (8), wobei 
\ C=&£-+in/2. Die Integration kann nur in sehr speziellen Fällen in geschlossener Form durch- 
E geführt werden. Für kleine qg kann man jedoch die Gleichung (8) auf eine zur numerischen Inte- 
gration gut geeignete Form bringen. 
Ganz ähnlich geht man auch in den Fällen vor, wo innerhalb des Gebietes M mehrere 


7 
I“, 
j | Senken und Wirbel vorkommen. 
; 
| 


 - 


Anschrift: Dr. Jan PoLASer, C. Sc., Praha 1, Husova £. 8, CSSR 
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- Entwicklung einer Reihenmethode zur Berechnung 
laminarer inkompressibler Grenzschichten bei Strömungen 
um eine krummlinige Wand mit konstanter Drehung 
Von V. SALINIKOV , 
In dieser Arbeit wird eine Reihenmethode zur-Berechnung ebener stationärer und laminarer 


Grenzschichten bei inkompressiblen Strömungen mit konstanter Drehung des ganzen Systems um 
_ eine krummlinige Wand dargelegt. Dieses Verfahren stellt eine Erweiterung der von H. GÖRTLER 
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[1] entwickelten Reihenmethode zur Berechnung ebensolcher, aber drehungsfreier Grenzschich- 
ten dar. Der betrachtete Fall, der besonders für die Grenzschichtuntersuchungen in Strömungs- 
maschinen interessant ist, tritt bei einem radial durchströmten Schaufelrad auf. £ 

Wir gehen von der in Vektorform geschriebenen NAVIER-STORESSchen Gleichung für sta- 
Lionäre inkompressible Strömungen aus, die im-Falle einer Drehung rot» des ganzen Systems 
bei einem ebenfalls rotierenden Koordinatensystem die Coriolis- und Zentrifugalkraft als äußere 
auf die Flüssigkeit wirkende Volumenkräfte enthalten soll. Sie lautet 


ar u. 1 == 
(1) - grad d2 — [v (rot d + 20)] = — S gradp +» Av 


mit der Kontinuitätsgleichung 
(2) dvv=0, 


wobei der Bewegungsdruck p, den um den Zentrifugaldruck verminderten statischen Druck 
bedeutet. 

Für den Fall einer ebenen Strömung, die in der Drehungsebene des Systems verläuft, hat 
G. Junacuaus [2] gezeigt, daß man bei einer konstanten Drehung aus dem Gleichungssystem 
(1), (2) nach der Komponentenaufspaltung für das an eine geradlinige Wand angelegte recht- 
winklige Koordinatensystem x, y, und unter Verwendung üblicher grenzschichttheoretischer 
Vernachlässigungen, die folgenden Grenzschichtgleichungen herleiten kann: 


(3) u, tvry—rıy,=UU,+VU,, 
(4) u, +0, =0 
mit den Randbedingungen 
r y=0: ner 
(5) re 
y=: u=Uß@,y, w=U,. uy=0, 


die bis auf das Glied V U, mit den Plattengrenzschichtgleichungen für drehungsfreie Strömungen 
mit vorhandener Druckänderung übereinstimmen. Die Betrachtungen, die für eine geradlinige 
Wand von G. JunscAus [2] durchgeführt wurden, lassen sich leicht auf eine gekrümmte Wand 
übertragen, wenn man ein krummliniges rechtwinkliges Koordinatensystem einführt, dessen 
x-Achse längs der Wand verläuft und dessen y-Achse senkrecht zu ihr steht. Die entsprechenden 
Geschwindigkeitskomponenten seien in der Grenzschicht u und » und in der Grundströmung 
U und V. Der Krümmungsradius der Wand an der Stelle x sei R(x). Spaltet man für dieses 
Koordinatensystem die Gleichungen (1), (2) in die einzelnen Komponenten auf, so erhält man 
die bekannten von TOLLMIEN aufgestellten Differentialgleichungen, die noch zusätzliche Glieder 


enthalten, und zwar die entsprechenden Komponenten des Ausdrucks für die Corioliskraft . 


2[0 ö]. Wenn man in diesen Gleichungen die üblichen grenzschichttheoretischen Vernach- 
lässigungen durchführt, reduzieren sie sich auf das folgende Gleichungssystem 


(6) / u EEE ER BE 
ß 
7 f RL raregh 
(7) gtrzeu dr 
(8) 1, +y=0. 
En: Mit Hilfe der Gleichung (7) und unter Verwendung der grenzschichttheoretischen Vernach- 
lässigungen kann man zeigen, daß + | 
1 
(9) Pl) + 200 = — r 2.0) 


ist, so daß man endgültig für eine Strömung mit konstanter Drehung des ganzen Systems um 
eine krummlinige Wand die Grenzschichtgleichungen erhält, die mit den entsprechenden Glei- 
chungen für eine geradlinige Wand übereinstimmen (3), (4). 

Nun soll durch die Abschätzung der Größenordnung des Gliedes V U, aus (3) der Zu- 
sammenhang zwischen der Neigung des Geschwindigkeitsprofils der Grundströmung U, und der 
Winkelgeschwindigkeit @ der konstanten Drehung hergestellt werden. Dafür drücken wir 
rot dv = 20 = Const. für das oben eingeführte krummlinige Koordinatensystem aus: 

- R E 
10 = Sn 
( ) | BoE2] Rene -U, 


1 
Re +2o, 
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womit man für das Glied V U, folgenden Ausdruck 


R : 1 

de YUV SA nn 
R+y 57Y 
erhält, in welchem die beiden letzten Glieder, die von der Größenordnung ö? und ö sind (d — die 
Grenzschichtdicke), im Rahmen der grenzschichttheoretischen Voraussetzungen vernachlässigt 
werden können. Um aber das auf der rechten Seite zurückgebliebene Glied zu berücksichtigen, 


soll es in dimensionsloser Form von der Größenordnung 1 sein, woraus folgt, daß die Winkel- 
geschwindigkeit von der Größenordnung 


Usa) y Re 
S2RK 


sein muß, wobei U,(x) die Grundströmungsgeschwindigkeit an der Wand ist. Solche große 
Winkelgeschwindigkeiten kommen, wie schon G. JUNGCLAUS angedeutet hat, in hydraulischen 
Maschinen bei rotierenden Schaufelrädern mit radialer Durchströmung öfters vor. Aus (11) ist 
damit der gesuchte Zusammenhang hergestellt: 


je. Ue’t20, 


der besagt, daß man die Scherung längs der krummlinigen Wand als konstant vorausselzen kann. 
Und nun kann man die noch fehlenden Randbedingungen aufstellen. Aus (13) folgt nämlich 
durch Integration nach y: 


(14) U(z, y) = U,(2,0) + 2oy. 


Hierdurch sind die Geschwindigkeitsverteilung U(, y) der Grundströmung und die ent- 
sprechende Neigung U, des Geschwindigkeitsprofils in den zum Grenzschichtgleichungssystem 
(3), (4) unseres Problems gehörenden Randbedingungen (5) bestimmt. 

Für die weiteren Transformationen benützen wir die GörTLERschen Veränderlichen 


(11) | vU,=+2oV+ vl) 


U, R 


(12) um mil Be = —. 
v 


= 
1 Uy! 
(15) a il U,(ı) de, = Ar Serge 
s Br U, dr] 

Wir führen außerdem eine neue Größe Q ein, die ein Maß für das Verhältnis zwischen der 
Neigung des Geschwindigkeitsprofils der Grundströmung 2@ und dem durchschnittlichen 
Geschwindigkeitsgradient in der Grenzschicht U,(x)/ö wiedergibt. Dabei wird angenommen, 
daß am Rande der Grenzschicht in erster Näherung U — U, gilt. Diese Zahl werden wir als 
„Drehungszahl‘ bezeichnen. Aus ihrer physikalischen Bedeutung kann man schließen, daß 
Q< List. Da sich die Größenordnung der Grenzschichtdicke ö vermöge der Veränderlichen 7 (15) 


durch ; 


I» v f U) da) 


Ööm 

= / U,(&) 

ausdrücken läßt, legen wir die Definition der 2 in folgender Form fest: 

\ . 
Bi 12 
1 v[ U,dı 
5 20 _g a RE 
u, SE DV rd ala Eee 
jene 
U, 


Erste i j on Pe ir 
Wenn man nun unter Berücksichtigung von (13) und (14) die Stromfunktion / 
die Gleichung (3) und in die Randbedingungen (5) einführt und 7, y) selbst in folgender Potenz- 


reihenform in 2 | 
(18) Pa, y) =vY2E Pi FE) P=ry2elr +24.) 


e (18) in die Lransformierte Gleichung (3) und 


Sinselzen der Reih 
darstellt, so kann man nach Einselzen der En u toigeden Diffärehtinigleichüngen 


darauffolgendem Koeffizientenvergleich für Fy 
erhalten: 
(19) Fonnm + Fo Fonn + BO IL — Fön] = 28 [Fon Fogn — Fon Frl 
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und 
(20) Finn + Pot 28 Foe) Finn — 28 Fon Fien— 


— (Font 28 Foen) Fin + 28 Fonn Fıe + 211 — BE@)] FonmFfı = 
= {F5, + 2E Fo + Fr nd — 1 — nBOhn=o 


wobei ß(£) gemäß 
- 2 Use) f Ula) di 


(21) B(&) = ra) 


die von H. GöRTLER [1] eingeführte „Hauptfunktion“ bedeutet, die auch in unserem Falle die 
für die Problemklassifikation der einzelnen Grenzschichtprobleme bestimmende Rolle spielt. 
Die zum Gleichungssystem (19), (20) gehörenden Randbedingungen (5) lassen sich jetzt 


folgendermaßen universell ausdrücken: 


Für die Funktion F%3: Für die Funktion F': 
(22) Y Se (23) & ee 
n=0@0: IFn=1, n=%@: Fn=Nn, Fm=l: 


Die Differentialgleichung (19) mit den Randbedingungen (22) stimmt mit der GÖRTLER- 
schen transformierten Grenzschichtgleichung der drehungsfreien Strömung und den entsprechen- 
den Randbedingungen überein, so daß man alle tabulierten Lösungen dieser Gleichung auch für 
unser Problem benützen kann. 

Übernimmt man nun die Reihenentwicklungen für die Funktion F, und die Hauptfunktion 
ß(&) in der Form, die der nach H. GörTLeEr [1] definierten Klasse I der Grenzschichtprobleme 


entspricht: 


(24) FE n) = Fon) + Fo d&-+ F,,.(n) & +... 
und 

(25) BO) =-ht+thithkt+t..., 

so muß auch die Funktion F,(&, n) in ähnlicher Reihenfolge in &: 

(26) ö F&mM)=F,M)+FamW&+F. +... 


dargestellt werden. 
Nach der Einsetzung der Reihen (24), (25) und (26) in die Gleichung (20), wobei zunächst 
ihre rechte Seite mit Hilfe der Randbedingung (23) für 7 = oo vereinfacht wurde, erhält man 


vermittels Koeffizientenvergleich das folgende lineare rekursiv lösbare Differentialgleichungs- 


system zur Bestimmung der Funktionen Fo» Fi,ı:-:-- 
Fi/o + Fo,0 F1,o — Fo,0 F1,o — 2 (Bo — 1) Fo,0 Fı,0o = [Foo — NIn=o » 
(27) Fa + Foo Fa — (2k +1) Foo Fe — 2 (ß, —k— 1) Foo Fe = R-ı, 
/ VEREEN 


mit den rechten Seiten R;_ı, die nur schon vorher bestimmte Funktionen enthalten. 
Die Randbedingungen (23) übertragen sich auf die Funktionen F},x wie folgt: 


$ F10(0) = Fi,0(0)=0, Fi) =1lFo=n), 
U F,,«(0) = F1,u(0) = 0, Fi,.(00) = 0. 


Dabei ist bemerkenswert, daß die äußere Randbedingung schon durch die Funktion nullter 
Ordnung F,,, erfüllt wird, so daß die anderen Funktionen höherer Ordnung F,,. nur Korrek- 
turen der nullten Näherung im Inneren der Grenzschicht mit sich bringen. Deshalb kan man 
erwarten, daß in der Nähe des kritischen Punktes, von dem aus man üblicherweise die x- bzw. 
&-Koordinate zu messen beginnt, bereits die Approximation nullter Ordnung für die Geschwindig- 
keitskomponente u: 

‘ . Al 
(20) u, y) = U) [Foo + QFio], 
ähnlich wie im GörtzEÄRSschen Falle drehungsfreier Strömung, die für die Praxis ausreichende 
Genamigkeit liefern wird, 
Vetrachtet man die für die G i indigkei 
| N SC . ap > wu 
RL onnletctme tg) ren? chichtbe rechnung maßgebende Geschwindigkeitsver- 
$ Ki u ir 8 (1), so kann man daraus schließen, daß sich in unserem Falle die 
A IB ie \ ER voneinander nicht nur nach den Geschwindigkeitsverteilungen 
EN 2), sondern auch nach verschiedenen Winke Be i 
0 auch nach verschiedenen Winke Igeschwindigkeiten » der konstanten 


Drehung unterscheiden. Da aber ® nur in 2 eingeht, sind die durch die Linearisierung des Pro- 
’ 


(28) 
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blems vermöge der Reihe (18) gewonnenen Differentialgleichungen (19) und (20) bezüglich w 
schon universell. Währenddessen ist aber Ust) noch durch die Koeffizienten ß nn 
der Hauptfunktion P(£) in Differentialgleichungen zur Bestimmung der F\,x (27) enthalten Er 
Es ist, da in der ersten Gleichung (27) die Funktion F,,, erscheint, die für einen festen Wert 
von Bo berechnet worden ist, leicht zu sehen, daß diese Gleichung und damit auch die Funktion 
Io von ß, nicht unabhängig gemacht werden können. Da System (27) rekursiv lösbar ist 
hängen auch alle nächste Funktionen Fı,: von B,, ab. & 
Dagegen kann man, ähnlich wie es H. GöRTLER in seinem Fall gemacht hat, die Fı , als 
lineare Kombinationen von Funktionen ansetzen, die von den Koeffizienten Pr baßaacn nicht 
abhängen. Man braucht dann nur diese Funktionen für jeden benötigten festen Wert von ß 
ein für allemal zu vertafeln. i 


Jbernimmt man die von H. GÖRTLER [1] für die Funktionen Fo,« eingeführten linearen 
Kombinationen der universellen Funktionen f... 


(30) Fuı=ßıh» Foe=Afhıt Pak» F,s=..., 


so werden die Funktionen Fı, x als folgende lineare Kombinationen der universellen Funktionen 
9..., in ähnlicher Schreibweise dargestellt: 


’ (31) Fua=hı9ı» Fa = ßaYıı + Ba pa; - Kane: 


3 Nach Einsetzung der Formeln (30) und (31) in die Differentialgleichungen (27) und darauf- 
” folgendem Koeffizientenvergleich, wenn man außerdem zur Abkürzung den Differentialoperator 


(32) Lilo] = 9" + FuoP"—(2k +1) Fo,09’ —2( —k— 1) Flop 


einführt, ergeben sich zu jedem festen ß,, für die universellen Funktionen 9. .., die folgenden 
linearen Differentialgleichungen: 


2 (33) k=1: Lie =3h Fo —3h Flo +2 —UVAF,o+2 For + 3fo 


E k=2: „lo,])=:..%, Lilo] =... k=3:... \ 

4 Die zugehörigen Randbedingungen lauten für alle p.,., unabhängig von den jeweiligen 
Indizes: 

E64 p. (0) = P...(0) = pl. (0) =0. 

j Auf ähnliche Weise kann man, wenn man von der Funktion Fy(&, n) und f(£) ausgeht, 

£- die ihrer Reihenform nach, der GörtLerschen Klasse II der Grenzschichtprobleme entsprechen, 

3, das entsprechende Differentialgleichungssystem zur Bestimmung: der universellen Funktionen 

: von F;(&, 7) gewinnen. ’ 

2 Die dargelegten Herleitungen sind vorerst ganz formal durchgeführt worden, während 

- die numerischen Berechnungen erhaltener Differentialgleichungssysteme an einer Rechenanlage 

a und die darauffolgenden Anwendungen auf die aus der Praxis ausgewählten Beispiele erst bevor- 

2 stehen. 

4 N f 
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© Zur Entstehung von Wirbeln in einer freien Grenzschicht”) 

4 | 

3 Von H. ScHApe und A. MICHALKE 

; Es ist spätestens seit HELMHOLTz [1] bekannt, daß sich eine dünne Freistrahlgrenzschicht 

5 zu Wirbeln aufrollt. Bild 1 zeigt eine Aufnahme dieses Vorgangs an einem runden Freistrahl 


in Luft, dessen Grenzschicht zur Hälfte mit Rauch angefärbt wurde. Die vorliegende Arbeit 
versucht, diese Erscheinung zu erklären. WEN 

j Offenbar hat bereits HELMHOLTZ die physikalische Ursache diesre Wirbelbildung richtig 
- erkannt. Er hat die Scherschicht zunächst durch eine Diskontinuitätsfläche der Geschwindigkeit 


2 E dem Institut für Turbulenzforschung der Deutschen Versuchsanstalt für Luft- und Raumfahrt 
Bei ei-V. (DVI) in Berlin unter Leitung von Professor Dr.-Ing. R. Wırue. Die experimentellen Untersuchungen 
E; en z. T. mit Hilfe einer Forschungsbeihilfe der Deutschen Forschungsgemeinschaft, z. T. mit einer Beihilfe 
des AFOSR ausgeführt. 4 
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angenähert und dann diese Diskontinuitätsfläche, die ja eine Wirbelschicht darstellt, durch he 
Reihe diskreter Wirbel ersetzt. Dann hat er sich überlegt, welche Induktionswirkungen ‚diese 
Wirbel aufeinander ausüben, wenn sie im Sinne einer schwachen Wellung aus der Ge 
lage ausgelenkt sind. Bild 2 zeigt zuoberst eine solche Reihe von W irbeln. Am O1 te jedes Wirbe s 
sind die von den beiden Nachbarwirbeln dort induzierten Geschwindigkeiten und deren Resultanfe 
eingetragen. Darunter sind dieselben Wirbel kurze Zeit später gezeichnet, wenn jeder infolge 
der induzierten Geschwindigkeit ein Stück gewandert ist; außerdem sind wieder die in der neuen 
Lage induzierten Geschwindigkeiten eingetragen. Darunter ist dieselbe Konfiguration nach 
derselben Zeit noch einmal dargestellt. Fe ' 
Diese qualitativen Überlegungen von ITELMHOLTZ wurden später in zwei Schritten rech- 
nerisch bestätigt Zunächst konnte Lord Rayueieh [2] zeigen, daß eine ebene \W irbelschicht 
in idealer Flüssigkeit instabil gegenüber kleinen wellenförmigen Störungen beliebiger Frequenz 


Bild 1. Ringwirbel im Freistrahl, Grenzschicht zur Hälfte mit Rauch Bild 2. Aufrollung einer Wirbelschicht nach JLELMHOLTZ 
angefärbt. Düsendurchmesser 10 cm, Strahlgeschwindigkelt 2 m/s, 
Wirbelfrequenz 42 Hz 


\ 

und Wellenlänge ist Dann hat RosenHe&aD [3] nachgewiesen, daß sich eine wellenförmig gestörte 
ebene Wirbelschicht in idealer Flüssigkeit zu Mäandern aufrollt; diese Rechnung ist von HAMA 
und Burke [4] überprüft und verbessert worden - 

Offen bleibt nun nur die Frage, weshalb von den unendlich vielen instabilen Wellenlängen 
im Experiment nur eine auftritt, wodurch es ja erst zu einem beobachtbaren Phänomen komml. 
Es hat sich herausgestellt, daß das eine Folge der Zähigkeit ist. Die Scherschicht ist instabil, 
weil die Induktionswirkungen, die von der über die Grenzschicht verteilten Rotation herrühren, 
in einem labilen Gleichgewicht stehen. Das ist innerhalb der Theorie der idealen Flüssigkeiten 
erklärbar, und das Ilinzukommen der Reibung wirkt darauf nur dämpfend?). Die Bevorzugung 
einer bestimmten Frequenz und Wellenlänge ist jedoch eine Folge der endlichen Breite des Scher- 
profils, die auf die Zähigkeitl der Flüssigkeit zurückzuführen ist. 

Der Vorgang der Wirbelbildung bei geringer Zähigkeit wäre also folgendermaßen zu be- 
schreiben: Infolge der Reibung bildet sich in der Düse, die den Strahl erzeugt, eine Wandgrenz- 
schicht und dahinter eine freie Grenzschicht aus, die sich nach der Grenzschichttheorie berechnen 
lassen. Die freie Grenzschicht ist gegenüber einem bestimmten Bereich von Frequenzen und 
Wellenlängen induktionsinstabil, der sich mit Hilfe der reibungslosen Stabilitätstheorie berechnen 
läßt. Durch künstliche Erregung lassen sich alle instabilen Wellenlängen anregen; ohne künst- 
liche Beeinflussung bildet sich vorwiegend die am stärksten instabile Störung aus. Sobald sich 
eine dominierende Wellenlänge ausgebildet hat, rollt sich die Grenzschicht infolge des gestörten 
Induktionsgieichgewichts unter Erhaltung von Frequenz und Wellenlänge auf. 

Man kann sich leicht überlegen, von welchen Größen die Geschwindigkeit in einem belie- 
bigen Punkte der Strömung abhängt: von der Form der Düse, von einer charakteristischen Länge 
der Düse, von einer charakleristischen Geschwindigkeit der Strömung, von der kinematischen 
Zähigkeit des Mediums und von zwei Lagekoordinaten des betrachteten Punktes. Die Abhängig- 
keit von der Düsenform interessierte im vorliegenden Zusammenhang nicht und wurde infolge- 
dessen eliminiert, indem nur geometrisch ähnliche Düsen verwendet wurden. Alle übrigen Größen 
wurden bei den Messungen unabhängig voneinander variiert. Nach Verfügung über die Einheiten 


') Im Gegensatz dazu wird etwa die BLastussche Plattengrenzschicht erst unter Berücksichtigung d 
Reibung instabil. Diese beiden Strömungen repräsentieren zwei grundverschiedene Insiehüiiktemnchanbaiieh 
die man zweckmäßig als Induktionsinstabilität und Reibungsinstabilität bezeichnet. i 
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| von Länge und Geschwindigkeit sind d 
: koordinaten und die ReYnoupszahl. 
die PRANDTLschen Grenzschichtgleichu 


as drei unabhängige Parameter, etwa die beiden Lage- 
r : e 
Wenn man statt der NAVIER-STORzsschen Gleichungen 
ngen zugrunde legt, kann man noch durch eine Variablen- 


h t Theorelischer Wert ın 
v | | Rayleıghscher Naherung 


2-10° 4:10 ‚510 12.10 
Bild 3. Approximatlonen = ea ai Geschwindigkeitsprofils Bild 4. Dimensionslose natürliche Wirbelfrequenz im Freistrahl 
N m Freistrah O In Luft, Düsendurchmesser 10 cm 
a Wirbelschicht, b RAYLEIGNache Näherung, c gemessenes Profil 


U] in Luft, Düsendurchmesser 7,5 cm 
V In Wasser, Düsendurchmesser 1,5 cm 


transformation die REyYnoLpszahl aus den Gleichungen eliminieren. Die Geschwindigkeit in 
einem Punkte der Grenzschicht läßt sich dann in Abhängigkeit von zwei geeignet transformierten 
Lagekoordinaten beschreiben oder, anders ausgedrückt, durch je ein Geschwindigkeitsprofil für 
jeden Strömungsquerschnitt. 

Für jedes dieser Profile kann man nun rine Stabilitätsrechnung ausführen. Dabei zeigt 
zunächst ein einfacher Vergleich mit den Ergebnissen einer Stabilitätsrechnung von TArsuni [5] 


für die Rohreinlaufströmung, daß die Profile in der Düse bei den vorkommenden REYNoLDS- 
zahlen stabil sind. Die Profile außerhalb der 


Düse sind sicher für schr große REYNoLDs- 
zahlen instabil, und wenn die Annahme 
richtig ist, daß die Zähigkeit nur auf dem 
Umwege über die Ausbildung eines Scher- 
profils endlicher Breite eingeht, ‚muß die 
Wirbelbildung unabhängig von der Rev- 
noLpszahl sein und sich nach der reibungs- 
losen Stabilitätstheorie berechnen lassen. 
Das überraschende Ergebnis war, daß eine 


EEE 
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solchereibungslose Stabilitätsrechnung schon 107 2107 3.107 4.107 ar 
x i ’ : E . 

für Ey: BAD? grobe Approximation en Bild 5. Wellenzahl als Funktion der Frequenz bei künstlicher 

solchen Profils die Meßresultate recht gut Erregung von Wirbeln im Freistrahl. Messungen In Luft, 


bestätigte, nämiich wenn man es einfach Düsendurchmesser 10 cm 
- durch eine Gerade ersetzte, deren Steigung Ber ’ 
- mit der des gemessenen Profils auf halber Höhe übereinstimmte, wie es Bild 3 zeigt. Die 
_ reibungslose Stabilitätsrechnung für dieses Profil ist bereits von Lord RAyueıcn [6] veröffentlicht 
worden; die Lösung läßt sich, sogar in geschlossener Form hinschreiben. I BEIN 

Die sich ohne künstliche Störung ausbildende Wirbelfrequenz und die sich bei künstlicher 
Erregung durch ein Schallfeld sehr geringer Intensität ausbildende Wellenlänge sind auch mit 
— einem Hitzdrahtgerät gemessen worden. Die Bilder 4 und 5 zeigen die entsprechend den obigen 
- Überlegungen dimensionslos aufgetragenen Ergebnisse der Messungen. Eine Abhängigkeit der 
- _Meßwerte von der Reynoupszahl ist nicht zu erkennen. Zum Vergleich sind jeweils auch die 
nach der RAyLeicHschen Näherung errechneten Werte eingetragen. 


Literatur 


4 [1] H. hie Über discontinuierliche Flüssigkeitsbewegungen, Monatsber. d. königl. Akad. d. Wiss. 
i [2] re ee of jets; 1878. Scientific Papers 1, p.361—371. Cambridge University Press. 
- [3] L. RosenueaAD, The formation of vortices from a surface of discontinuity, Proc. Roy. Soc. A 13 (1931), 
[4] F. RK BEER. E. R. Burke, On ._ a ngun nn * arg The Institute for Fluid Dyn. and Appl. 
[6] era, Rn at ie anlang Mletilow prior to the formation of Poiseuille regime, J. Phys. Soc. 
i [6] ne Bari ‚ or instability, of certain fluid motions; 1880. Scientific Papers 1, p. 474 
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T 162 D. Strömungsmechanik 
Ein Differenzenverfahren zur Lösung der Croccoschen 
Grenzschichtgleichung für laminare inkompressible Strömung 
Von WILLI SCHÖNAUER*) 
L.Crocco [1] betrachtet die Grenzschichtgleichung in “einem z-u-Bereich mit 
u, = t(x, u) > 0 als gesuchter Funktion. Aus r erhalten wir das Geschwindigkeitsprofil u(z, y), 
"dt 
Bild 1, aus y - (765 
3 Statt u wählen wir & = u/U als unabhängige 
2 Variable. Wir erhalten als Integrationsgebiet 
damit einen Rechtecksbereich. Als abhängige 
Variable wählen wir z(z, u) = t?/2. Hierdurch 
ergibt sich eine lineare Randbedingung an der 
apal Wand. 
Prandt! (zulässig) Wir führen eine Grenzschichtdicke ö(x) und 
EFT 7 einen Profilparameter A(x) ein nach der bei den 
„ähnlichen Lösungen“ üblichen Vorschrift: 
z 
(I) dt 
| U) d ER? 
Re EN 
U’ U’ ö 
Yu 5 War : U 


u=0 
ER 
(unzulässig) Crocco 


Für z machen wir den Ansatz z(x, u) = 
s Bild 1 


U? $ 
ir) H(£,x). Mit der Bezeichnung H’ = 09H] 
erhalten wir aus der Crocco-Gleichung die Differentialgleichung für das Profil H: 


(1) TRHH— MAG OH —WA—-YCH—CH,=0. 


Diese Gleichung wurde von Herrn K. NIckEL in einem Grenzschichtseminar in Karlsruhe 


| angegeben. Bild 2 zeigt die Randbedingungen für H; Bild 3 zeigt die H-Profile für die „ähnlichen 
Lösungen“ (A = const.). - 


S 
& 


! 


/ H(1x)=0 


H(0,$)=H 


Te N nn nn A u nn rn 


0 H'(0,x)=-A H’%0,x)=0 


‚Bild 2 Bild 3 


Gleichung 1 wird mit einem impliziten Differenzenverfahren 
das günstige Stabilitätseigenschaften besitzt. Als Anf 


senden „ähnlichen Lösung“ (z.B für einen stumpfen Körper die Staupunktslösung für A = 1) 


für die Stelle x = h genommen, da beix = 0 für diese Lö i i 

. i » = sungen A = 0 ist. Eine Verö i 

in der das Differenzenverfahren ausführlich beschrieben ir ist in ee 
hier noch einige Resultate mitgeteilt werden: e an 


. 2 


| (Mehrstellenverfahren) gelöst, 
angsprofil H wird das H-Profil einer pas- 


*) Technische Hochschule Karlsruhe, Institut für Angewandte Mathematik. 


\ 


D. Strömungsmechanik T 163 

en a TR 
ehe 

Ähnliche Lösungen: U — G22, A = const. 


. . . . * ‘ . . . 
richtigen Profil H, so muß dieses an jeder Stelle x erhalten bleiben. Beginnt mai mit einem 


„falschen“ Profil, so konvergiert dieses gegen das Profil der „ähnlichen Lösung‘, das man auf 
diese Weise berechnen kann. 


Beginnt man für A = const mit dem 


Zylinder mit Potentialströmung: U=2sin 9, Bild4. Der Ablösepunkt ergibt 
sich beip »# 104,1° und streut, wenn wir n und hin weiten Grenzen verändern, um weniger als 1°. 
Der Wandwert H, verläuft linear in den Ablösepunkt, die Wandschubspannung r, mit senk- 
rechter Tangente, dies gilt im allgemeinen für eine Ablösestelle. 

Tarı-Strömung: U=1— 


4, Bild 5. Ablösepunkt und r,-Verlauf stimmen mit den 
Resultaten von Tant überein. 


Zylinder Ul(y)=2sin $. 


To, He 


) 10 20 30 0 50 60 70 80 90 100 10 
a; d)2 : 
zZ ER H4[ ) Y in Grad 
27 ay/y-0 ae] h im Bogenmaß 
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“ Verhalten im Ablösepunkt 


Abhängigkeit des 
Ablösepunktes Te,Ho I 
von n und h 


n=%0 
h=0,025 bis 17 
dann h=0,001 
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TER 
a 


T o,Ho Tani-Strömung U=1-x* 


n=50 
°| A =0,005 


n=20 
a| h =0,004 


0,42 0,43 0,44 045 046 —x 


Bild 5 


Literatur 


[1] L. Crocoo, Lo strato limite laminare lei gas, Monografie scientifiche di aeronautica, Numero 3, Dicembre 


1046, Roma, . 
[2] H. SonLionting, Grenzschicht-Theorie, 3. Auflage, Karlsruhe 1958, Verlag G. Braun. 
(3) H. GörtLer und H. Wırriwo, Zu den Tanischen Grenzschichten, Österreichisches Ingenieur-Archiv XI. 


(1957), S. 111. 
Anschrift: Wıruı Sonönaver, Karlsruhe-Durlach, Nonnenbühl 7 
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Stabilitätsnachweis für eine rotierende Flüssigkeit 


Von F. ScHULTZ-GRUNOW 


Kr enden Strömungseigenschaften superfluiden Heliums trat die Frage auf, 
scan a 2 Ran starrer Körper eine gegenüber ebenen Störungen stabile 
a 1) S ? n en Tat ist diese Frage noch nicht beantwortet. Lord RavzeıcH [1] und 
Flüssigkeit 8 a en ihre diesbezüglichen Stabilitätsuntersuchungen auf eine reibungslose 
3 ssiß . Ein ] üssigkeitsteilchen wurde in Gedanken verschoben und festgestellt, ob die 
ruc : und Zentrifugalkraft das Teilchen in die alte Lage zurücktreiben oder nicht. 
Ber vare die Methode der kleinen Schwingungen auf die vollständigen NAVIER-STOKESSchen 
"Re gen angewandt, indem die bei Stabilitätsuntersuchungen von Grenzschichten übliche, 
ortsc ıreitende Störung eingeführt wird. Außer der Linearisierung werden keine Vernach- 
lässigungen vorgenommen. Durch Einführen eines Differentialoperators gelingt es, die Dif- 
ferentialgleichung vierter Ordnung auf zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung zurück- 
zuführen. Die eine setzt die Störung zu diesem Operator in Beziehung, die zweite ist eine homo- 
gene Differentialgleichung für den Operator. Durch eine geeignete Substitution läßt sich diese 
in eine Besseusche Differentialgleichung umformen. Zur Lösung der ersten Differentialgleichung 
braucht nicht die Methode der Variation der Konstanten angewandt zu werden. Vielmehr ergibt 
sich durch Addition der beiden Differentialgleichungen eine sehr einfache neue mit einer neuen 


» abhängig Veränderlichen, die in einfacher Beziehung zur Störung selbst steht. So erhält man die 


geschlossene Lösung in Potenz- und Besser-Funktionen. Die Formulierung der Randbedin- 
gungen führt zu einem Eigenwertproblem. Mit Hilfe der Differentiationsformeln für BESSEL- 
Funktionen ergeben sich als Eigenfunktionen die Besser-Funktionen 1. Art ganzzahliger Ord- 
nung mit Ausnahme von Jg. Aus der Tatsache, daß ihre Nullstellen reell sind, folgt, daß die 
Störung mit der Winkelgeschwindigkeit der Flüssigkeit umläuft (£, = 1) und daß der Imaginär- . 
teil ihrer Fortpflanzungsgeschwindigkeit negativ ist, was Stabilität bedeutet. 

Damit ist auch die Stabilität der zentrischen Coverrr-Strömung mit verschwindend 
kleinem Innenzylinder nachgewiesen. Dieses Resultat läßt sich vergleichen mit einer früheren 
Stabilitätsuntersuchung der CovETTE-Strömung mit rotierendem Außen- und ruhendem Innen- 
zylinder [3] durch Reihenentwicklung. In der Nachrechnung, die einen numerischen Fehler 
zu Tage förderte, konvergiert der Stabilitätsbereich mit wachsender Spaltweite zu &, = 1 in 
Übereinstimmung mit dem hier erhaltenen strengen Resultat. 

Auch wenn ein zentrischer Innenrand vorhanden ist, läßt sich der Stabilitätsnachweis 
führen. In diesem Fall ist die Bestimmungsgleichung für die Eigenwerte, wenn 2, 23 die komplexen 
Randkoordinaten bedeuten, und 2, = a z, eingeführt wird, 


Na) Ir + 1a) — Ina) Nerıla) _ Jar 
Te) Na) 


Da «a reell ist, müßten die Verhältnisse der Beträge der Real- und Imaginärteile von Zähler. 
und Nenner gleich sein. Das ist aber nicht möglich, da Zähler und Nenner von verschiedenem 


Grade in z sind. Daher kann die Bedingung nur mit reellen z erfüllt werden, was wiederum 


Stabilität bedeutet. / 


Literatur 
[1] Lord RAyrrien, Sic. Papers 6 (1916), p. 447. 


[2] Tu. von KArmän, 4. Int. Kongr. angew. Mech. (1934), 8. 54. 
-[3] F. ScHULTZ-GRUNOW, ZAMM 89 (1959), S. 101. 


Anschrift: Prof. Dr.-Ing. F. SouuLtz-Grunow, Aachen, Kuhscheiderweg 46 


Stromfunktionen bei schwach angestellten Rotationskörpern”) 
Von I. TEIrEL**) 


Das räumliche Strömungsfeld kann durch die Einführung von Stromfunktionen beschrieben 


werden. Im allgemeinen Fall müssen dann zwei gesonderte Stromfunktionen angegeben werden. 


Die Schnittkurven dieser beiden Flächenscharen ergeben die Stromlinien. Für das ebene und 


' *) Dor vorliegende Vortrag wurdefürdie GAMM-Tagung angemeldet, konnte aber nicht gehalten werden. 
**) Institut für Theoretische Gasdynamik der DVL, Aachen. 
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EEE EEE WERE a... 


i f ' Pan 
das achsensymmetrische Strömungsfeld sind die beiden Arten W, = const. und = const. 
bekannt: i 


2 

eben: Yy,=-—-o,; WYız-ıw W%=2. 
. s : ; pa: 1 Ar 
0) achsensymmetrisch: Y,=—-rovy, Yı=rou W=P®. 


u und v sind die Geschwindigkeitskomponenten, o die Dichte und # der Azimutwinkel in Zylinder- 
koordinaten. In diesen Beispielen stellt Y, = const. eine triviale Lösung dar. N 

Für die Strömung um schwach angestellte Rotationskörper zeigt es sich, daß auch Y, von 
den lokalen Werten der Geschwindigkeit abhängt. Man kann den Stromdichtevektor durch das 
Produkt der beiden Gradienten der Stromfunktionen ersetzen: 


(2) ow = grad Y, x grad %. 
Mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung folgt daraus: 
(3) wgradY;,=0 (i=1,2) 


ww ist der Geschwindigkeitsvektor. Über die Potentialgleichung, deren Lösung bekannt ist, sind die 
Geschwindigkeitskomponenten gegeben. Es besteht nun die Aufgabe, die Funktionen Y, zu 
finden. Die Lösungen sollen sofort aufgeschrieben werden: 


(4) Yin, d)= Us 5 co?e —trcos®-sine-cose + = sin? e (2? + r? sin? d) 


—Uor | Bil, n)dt + Unecos 0) fısand—r | 94, n il. 


und 
tg’ 
/4 Er 
(5) Yı(x,r,d) = arctg eg 
co8E — — 
r cos” 


Be: Ei are 
— esin® kur [? na, [tan a 
—o® 


he, 


Es wurde hierfür noch eine zusätzliche Annahme getroffen, nämlich o = const. e ist der 
Anstellwinkel. Die ersten Terme von Y, und Y, stellen die exakten Stromfunktionen der unge- 
störten Strömung dar. ®’ ist das Störpotential der achsensymmetrischen Strömung, ©” das 
Störpotential, das von den Wirkungen der Anstellung herrührt. Da der Anstellwinkel & als klein 


angesetzt wurde, braucht er nur in erster Ordnung berücksichtigt zu werden in den Gliedern, 
in denen auch ein Störpotential auftritt. 


‚ Als Beispiel werden die Stromfunktionen für eine Parabelbogenspindel berechnet. 
Eine ausführliche Darstellung erscheint demnächst in der ZAMP. 


Literatur 
[1] J. H. Grese, Stroam functions for threo-dimensional flow, J. Math. Phys. XXX/l (1951), pp-531—35. 


Anschrift: Dr.-Ing. I. Teiret, Aachen, Theatorstr. 13 


Über nichtlineare Stabilitätsprobleme der Hydrodynamik 
Von W. VELTE 


Wenn man ausgehend von den NAVIER-SToRkEsschen Bewegungsgleichungen die Stabilität : 


einer stationären Grundströmung untersuchen will, beschränkt man sich vielfach auf „kleine 
Störungen“, d.h. man überlagert der Grundströmung Störungskomponenten, linearisiert die 
Bewegungsgleichungen in den Störungsgliedern, eliminiert die Zeitvariable durch einen Separa- 
tionsansatz und diskutiert vor allem ein lineares Eigenwertproblem für sog. „neutrale Störungen“. 
(Der Eigenwertparameter ist eine Reynoups-Zahl, GrAsuor-Zahl oder dgl.) Man erwartet 
dann, daß unterhalb des kleinsten Eigenwertes alle Störungen mit der Z 
des kleinsten Eigenwertes jedoch angefacht werden können. 


ee RABEN Ne 


eit abklingen, oberhalb 


,- 


D. Strömungsmechanik T 167 


| Es wird mit Hilfe des topologischen Abbildungsgrades von LERAY und SCHAUDER gezeigt, 
2 daß die Eigenwerte für neutrale Störungen unter gewissen Voraussetzungen eine weitergehende 
Deutung zulassen: Sie sind Verzweigungspunkte stationärer Lösungen. An einem Beispiel 
(Konvektionsströmung) wird die Theorie erläutert. Es ergibt sich, daß oberhalb des kleinsten 


Eigenwertes außer der Grundströmung noch eine zweite stationäre Lösung der NAVIER-STOKES- 
schen Bewegungsgleichungen existiert. 


» Anschrift: Dr. WALDEMAR VELTE, Institut für Angewandte Mathematik der Albert-Ludwig-Universität, 
Freiburg i. Br., Hobelstr. 40 j ? 
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A. Verfasserverzeichnis 


(Bb. = Buchbesprechung, Ber. = Berichtigung, H. = Hauptaufsatz, Kl. M. = Kleine Mitteilung, 
N. = Nachricht, V. = Vortragsauszug) 


Der Buchstabe T vor der Seitenzahl weist darauf hin, daß der betreffende Beitrag im Sonderheft (GAMM-Tagung 1962) erschienen ist re 
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